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ПРЕДИСЛОВИЕ. 


„В технических задачах интересен 
обычно не процесс вычислений, а их ре- 
зультат, поэтому нужно стремиться 
получить этот результат с возможно 

, меньшей затратой времени и труда ....“ 
С. П. Тимошенко. 


Настоящая книга предназначена для экспериментатора, — физика и, 
отчасти, химика, — для инженера-лаборанта, инженера-конструктора 
и, конечно, для студентов перечисленных специальностей. Имея в виду 
интересы перечисленных категорий читателей, я старался строить 
изложение, исходя, непосредственно, из задач, встречающихся в прак- 
тике, выдвигая на первый план схемы решений и расчета погреш- 
ностей и излагая из теоретических доказательств лишь то, что со- 
вершенно необходимо для сознательного вычисления. Я бы предо- 
стерег читателя от пропускания при чтении теоретических рассу- 
ждений, ибо без того немногого, что мной включено, он рискует 
пытаться применять приемы к случаям, где они не применимы, и, 
наоборот, производить сложные вычисления, где они могут быть 
упрощены. 

Я бы также предостерег читателя от пропускания примеров, 
ибо многие упрошающие приемы показаны мной как раз на при- 
мерах. 

Имея в виду связать вычисления с живой жизнью лаборатории, 
съемки, технического отдела, я выбирал задачи из самых разно- 
образных отделов физики, химии, техники, геодезии, гидрологии. 
Материалы для задач почерпнуты мной как из литературы, так и из 
живой практики. Многими интересными задачами я обязан внима- 
нию Альб. Сем. Гинзберга, Р. Б. Куровского, Б. П. Ко- 
зырева, Г. Т. Третьяка. Всем названным лицам, а также ряду 
студентов, моих бывших слушателей, я приношу здесь выражения 
искренней моей благодарности. 
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4 Предисловие. 


Термин „приближенные вычисления“ не очень определенен. Приемы, 
которые вчера еще не имели практического значения, сегодня его 
приобретают. Я хотел бы, чтобы выбор материала, мной сделанный. 
был удачен, по крайней мере для „сегодня“. Меня не упрекнут, 
надеюсь, в пропуске целых крупных важных отделов вычислений, 
например, приближенных приемов численного интегрирования диф- 
ференциальных |уравнений, механических приемов интегрирования 
планиметрами, интеграторами, гармоническими анализаторами. Нельзя 
объять необъятное, да, кроме того, интегрирование уравнений при- 
ближенными приемами превосходно изложено в известной статье 
академика А. Н. Крылова, вышедшей недавно особой брошюрой 
в Берлине, а об описании приборов достаточно заботятся фирмы, 
которые их делают. Кое-какие указания о приборах мной в соответ- 
ствующих местах, впрочем, сделаны. : 

Весьма возможно, что, несмотря на все мои старания, книга все- 
таки содержит недостатки как в выборе материала, так и в изло- 
жении его. Я заранее приношу благодарность тем из читателей, 
которые не откажут прислать мне свои по этому поводу заме- 
чания. 

А. Гаврилов. 
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ГЛАВА ПЕРВАЯ. 


НЕСКОЛЬКО ЗАМЕЧАНИЙ О ПРИЕМАХ И ИНСТРУМЕНТАХ 
ВЫЧИСЛЕНИЯ. 


Быть хорошим вычислителем, —а всякий инженер, всякий физик 
должен им быть, - - значит вычислять не только точно, но и быстро. 
Настоящая глава будет посвящена некоторым приемам и инстру- 
ментам, предназначенным для быстрого и точного выполнения ариф- 


‚ метических действий. Мы распределим эти приемы по действиям, 


для которых они предназначаются, Т.-е. рассмотрим отдельно сло- 
жение, вычитание, умножение и деление. 

Прежде чем переходить к приборам, сделаем несколько заме- 
чаний об устном счете. Всякому практику соверщенно необходимо 
уметь быстро и точно производить в уме вычисления с двух- и трех- 
значными числами. В двух случаях особенно заметна эта необходимость : 

1. При обдумывании новой конструкции, нового опыта или 
предприятия, нет нужды сразу рассчитывать его точно: часто доста- 
точно сделать вычисления до второго десятичного знака (т.-е. до 
нескольких процентов), чтобы убедиться в отрицательном результате 
вычислений и отбросить неудачный вариант. Такие вычисления произ- 
водятся нередко в о ровке когда неудобно писать или считать 
на счетной линейке. 

2. При проверке вычислений, своих или чужих, сделанных ранее, 
„прикинув“ с точностью до второго, третьего знака результат, мы 
часто обнаружим ошибку вычисления. 

В настоящей книге невозможно входить в детали по этому по- 
воду. Однако, некоторые практические указания общего характера 
могут быть даны, — читатель сам разовьет их в деталях, примени- 
тельно к своим вкусам и привычкам. 

Сложение следует выполнять для болыших чисел не справа на- 
лево, но слева направо, сохраняя таким образом более свежее вни- 
мание для более важных высоких разрядов. Иногда можно просто 


Устный 
счет. 


1— | — а. 


Сложение и 
вычитание. 


1—6. 


Умножение. 
1—1 — в. 
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округлять слагаемые до 2 —3 знаков. При сложении столбцов чисел 
полезно расчленять каждое слагаемое на разряды, например: 


135 
941 
354 
621 


Складывать так: сто тридцать пять, тысяча тридцать пять, 1076, 
1376, 1430, 2051. 

Те же замечания и относительно вычитания. 

При умножении: 

1. Полезно, как и выше, округлить число до двух- или трех- 
значного и затем перемножать округленные числа, например: 


43,87-39,8 — 44.40 —1760 вместо 1746,026, 
ошибка < 1%. 


2. Когда не требуется высокой точности, можно и грубее округ- 
лить сомножители, уменьшив один, увеличив другой, так, чтобы 
затем было легко выполнить умножение, например: 


412-593 -- 400-600 —= 240000 вместо 244316, 


ошибка < 2%, 
или 


78 914-3635 — 80 000.3500 —= 280-108 вместо 286 852 390, 
ошибка < 3%. 


Этот способ дает точность, не всегда достаточную лля осуще- 
ствления проекта, но часто достаточную, чтобы судить о нем с каче- 
ственной стороны. 

3. Иногда его можно уточнить, применив формулу 

(а-- 5) (ав) =а— 6; 
например: 
38-42 — (40 — 2) (40-2) —=1600 — 4 —= 1596 
28.92 — (25-1|- 3) (25 —3) = 625 —9—616 ' 
759-741 — (750+ 9) (750 —9) =625.900 — 81 = 
—562 500 —81 —562 419. 


4. Нередко полезно заменить умножение делением, например: 


385 — а —= 190 
56 900 
ыы 


569-25 = — 14225 


„Деление. 7 


312.300 __ 93600 


312-75 = 312.30 — 9360 23400 
415-125 = 52 51 875 ы 


Деление на однозначное число выполняется гораздо проще умно- 
жения на двузначное. На этом и основан настоящий прием. Его 
можно применять и приближенно. 


Например : 
199.33 175% — 6633 вместо 6567, 
ошибка около 1%. 
При делении пользуются приемами аналогичными, т.-е.: Делени 
1. Округляют до 2 —3 знаков и деляг, например: == 
358 942 _ 360-10 10° __ 
7214 = 72.10 —- 2. = 50 вместо 49,8, 


ошибка < 0,5%. 


2. Округляют делимое и делитель грубее, чем только-что пока- 
зано, но стараясь или оба уменьшить, или оба увеличить, напри- 
мер: 

„394 261 _ 400 000 
24731 = 25000 = 16 вместо 15,96, 
ошибка < 0,5%, 
или 
76893 __ 75-103 5 _ = 
1521 110 = [5.105 ЕЕ. 10% === 0,05 вместо 0,0505, 
ошибка около 1%. 


3. Заменяют деление умножением, например: 


3428 
928 — 34,28.4 = 187,12 
= 13,583.8 — 108,664 и т. д., как выше. 


Не вдаваясь в дальнейшие подробности, посоветуем всем, желаю- 
щим хорошо вычислять, упражняться в устном счете. Практика 
дает умение применять приемы, как описанные выше, так и те, 
которые всякий вычислитель придумывает для себя, соответственно 
своим вкусам и привычкам. 

Если говорить о приборах для точного выполнения арифмети- Приборы 
ческих действий, то сложение и вычитание выполняются лучше м: 
всего на счетах. Счеты достаточно известны у нас, чтобы не остана- —‘Счети 
вливаться здесь на их устройстве и употреблении. Остается лишь напо- 1—2 — а, 
мнить о них. Строго говоря, на счетах можно делать и умножение 


Таблицы 
умножения. 


1—2 — 6. 
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и деление, однако эти действия выполняются лучше и скорее дру- 
гими способами, которые будут ниже изложены. Поэтому я не 
останавливаюсь здесь на их описании. 

Существуют и более сложные приборы для сложения. Мне слу“ 
чилось видеть машину с клавиатурой, в роде пишущей машинки, 
которая печатает слагаемое за слагаемым на ленте и затем, по на- 
жатии особого рычага, дает сумму. Машина эта имеет перед сче- 
тами то преимущество, что видны до последнего момента все сла- 
гаемые, и может быть, поэтому, найдена ошибка, если она была сделана 
в одном или некоторых из них. Однако, дороговизна этой машины 
и ее несколько хрупкий механизм заставляют предпочесть ей счеты. 

Для умножения существует много вспомогательных средств. 
Дешевле всего таблицы умножения, которых издано во всех стра- 
нах великое множество и которые различаются между собой лишь 
расположением материала. В чем трудность составления подобных 
таблиц? Для практики желательны таблицы умножения всех трех- 
значных чисел на все трехзначные. Если бы расположить эти про- 
изведения в виде квадрата, то он содержал бы 999 строк и столько 
же столбцов. Если положить только 0,25 кв. см на число “(что 
очень мало), то таблица должна бы иметь площадь, примерно, 
в 95 кв. м, т.-е. была бы абсолютно непригодна. 

Все произведения должны быть расположены по страницам книги 
и так систематизированы, чтобы любое могло быть быстро найлено. 

Здесь нет нужды описывать разные типы таблиц, ибо употре- 
бление их обычно понятно с первого взгляда, особенно при наличин 
объяснений в предисловии, которые всегда имеются. Лишь для при- 
мера я покажу раскрытую страницу из немецких таблиц Цим- 
мермана (74 ттегтапи), выдержавших уже много изданий и, сле- 
довательно, оказавшихся удобными на практике (рис. 1). 

Две рядом стояшие страницы дают произведения десяти трех- 
значных чисел на все одно- и двузначные числа. Если множитель 
содержит больше двух знаков, разбивают его на двузначные состав- 
ные части, берут соответственные произведения из таблицы и скла- 
дывают на бумаге или счетах, приписав, где надо, нули. Например: 


594-738 — 594-730 - 524-8 = 382 520 -|- 4192 == 386 712. 


Кроме произведений, таблицы содержат квадраты, кубы, корни 
квадратные и кубичные, длины окружностей и площади кругов дан- 
ного радиуса (для 1 квадранта), величины, обратные данным числам, 
и пятизначные десятичные логарифмы. 


304 | 305 | зоб 
304 305$ 306 
608 610 612 
912 915 918 

1216 1220 1224 

1520 1525 1530 

1824 1830 1836 

2128 2135 2142 

2432 2440 2448 

2736 | 2745 | 2754 


3040 3059 Зобо 


3344 | 3355| 3366 
3648 3660 3672 
39$2 | 3965 | 3978 


4256 | 4270 | 4284 
4560 | 4575 | 4590 
4864 4880 4896 


$168 $185 $202 
5472 5490 $508 
ОО ВВ НИЗ 5757 |5 Я6ЫН 5995584 аз ЗаНИЗ Ва ВЕН 


6080 бтоо бт2о 


6384 6405 6426 
6688 | 6710 | 6732 
6992 | 7015 | 7038 


7296 | 7320 | 7344 
7600 7625 7650 
7994 | 7930 | 7956 


8208 8235 8262 
8512 8540 8568 
8816 8845 8874 


9930 | 9560 | 9090 | 9120 [ 91бо | 9180 | 9210 [ 9240 | 9270 | 
9424 | 9455 | 9486 
9728 | 9760 | 9792 

10032 | 10065 | 10098 


10336 


12464-| 12505 | 12546 | 12587 | 12628 | 12669 
12768 | г2810 | 12852 | 12894 | 12936 | 12978 | 42 
13072 | 13115 | 13168 | 13201 | 13244 | 13287 | 43 


13376 | 13420 | 13464 | 13508 | 13552 | 13596 [| 44 
13680 | 13725 | 13770 | 13815 | 13860 | 13905 | 45 
13984 | 14030 | 14076 | 14122 | 14168 | 14214 | 46 


14288 | 14335 | 14382 | 14429 | 14476 | 14523 | 47 
14592 | 14640 | 14688 | 14736 | 14784 | 14832 | 48 
14896 | 14945 | 14994 | 15043 | 15092 | 15141 | 49 


15200 


90оботс] 912,040] 918,090] 924,160] 930,250] 936,360] 942,490] 948,640] 954,810] @* 


27270,9] 27543,6| 27818,1| 28094,5} 28372,6| 28652,61 28934,4| 29218, 1 


4712810; 47,4380] 47,5951 47,7522 47,9093] 48,0664 48,2234| 48,3805] 48,5376 Ви 


711,579] 716,315 721,066] 725,834] 730,617] 735,415] 740,230] 745,060 


Па. п 


Счетные 
машины. 


1—2 — в. 


Арифмометр 
Однера. 
1—2 —г. 
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Таблицы умножения всегда могут быть использованы и для де- 
ления. 

Существуют таблицы и для приближенного умножения и 
деления, например, трехзначные таблицы Б. Нумерова. Эти 
таблицы дают точность логарифмической линейки среднего размера 
и могут с пользой применяться во многих вычислениях. 

В заключение несколько замечаний о внешности таблиц. Употре- 
бление таблиц имеет один существенный недостаток: оно требует 
напряженного внимания; однообразность же разыскивания нужных 
чисел в совершенно похожих друг на друга столбцах совершенно 
похожих друг на друга страниц весьма утомляет внимание. Поэтому 
смело можно сказать, что продолжительное — в течение нескольких 
часов под ряд — вычисление на таблицах возможно Только для 
немногих специально одаренных вычислителей. Утомляется при этом 
и зрение. Имея в виду ослабить это утомляющее действие таблиц, 
печатают их нередко особым шрифтом, в котором цифры сильно 
различаются между собой, благодаря использованию, где можно, над- 
и подстрочных пространств, например: 2345 6 й 8 90. 

Такие таблицы меньше утомляют зрение и поэтому предпочти- 
тельны. 

Внимание утомляется гораздо менее при употреблении счетных 
машин -арифмометров. Эти остроумные приборы известны уже 
давно, однако, лишь в конце прошлого века получили широкое 
распространение. Причина — развитие техники и промышленно-тор- 
говой жизни, которое сделало, с одной стороны, возможным удобное, 
прочное и недорогое изготовление этих машин, с другой — увели- 
чило спрос на них до размеров, позволяющих массовое их произ- 
водство. В настоящее время существует великое множество типов 
этих машин, и немало фирм, их изготовляющих. Я опишу одну только 
из них, так называемый арифмометр Однера, наиболее распро- 
страненный в СССР и отличающийся простотой идеи, простотой 
в работе и прочностью изготовления. Разновидности этой машины 
(Вгиизучеа, Вгиизумоша, Мешиг, Агуйтобур, “Ттупкз,  Вегойпа, 
Тиштрнают, Мопоро!) отличаются от основного типа лишь деталями 
конструкции, иногда размерами. 

Арифмометр Однера состоит в существенном из 2 барабанов, 
укрепленных на станине: 1) подвижного нижнего и 2) неподвижного 
верхнего. 

Нижний подвижной барабан заключает в себе соб- 
ственно считающий механизм. Он состоит из 2 независимых частей — 


Арифмометр Однера. И 


правой и левой. Каждую из последних удобно разделить при описа- 
нии на 2 части— нижний главный вал и верхний передаточ- 
ный вал. 

Главный вал правой стороны несет на себе 18 зубчатых колес 
с 10 зубцами каждое. Каждое колесо соединено наглухо с цилин- 
дриком, на поверхности которого напечатаны цифры 0,1, 2, 3, 4, 5, 
6, 7, 8, 9. Каждое колеро вращается отдельно от других, при чем, 


Рис. 2. 


однако, существует особое приспособление, которое поворачивает 
всякое колесо на 1/10 оборота, когда следующее колесо сделает пол- 
ный оборот. Все колеса сидят на валу, который весь целиком 
можно вращать особым барашком С с правого конца барабана. 
Этот барашек сбрасывает цифры в окошечках, заменяя их нулями. 
Следует помнить, что барашек надо вращать исключительно по 
часовой стрелке (если смотреть на него снаружи), притом до тех 
пор, пока не пропадут все значащие цифры в окошечках кожуха, 
покрывающего барабан, и пока барашек не щелкнет на предо- 
хранителе. Если оставить барашек на предохранителе, зубцы ше- 
стерен займут положение неправильное, и при дальнейших манипу- 
ляциях машина испортится. 

Верхний передаточный валик имеет на себе шестеренки, по- 
добные описанным выше. Каждая из последних шестерен сцеплена 
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с одной из шестерен нижнего главного вала. Эти шестерни являются 
передаточными. 

Левая часть подвижного барабана состоит из механизма, подоб- 
ного описанному, с той только разницей, что цилиндры на поверх- 
ности своей содержат, кроме белых цифр от 0 до 9 включительно, 
еще красные цифры от 1 до 8 включительно. Барашек на левом 
конце барабана сбрасывает значащие цифры; вращать его следует 
против часовой стрелки, т.-е. тоже верхней частью его от себя 
и тоже, пока он не щелкнет на предохранителе. 

Весь нижний барабан скользит вдоль своей оси в особых 
направляющих, при чем останавливать его можно лишь в том поло- 
жении, придя в которое он щелкнет предохранителем, установлен- 
ным внизу между двумя вертикальными пластинками. В этом положении 
одно из окошек левой части барабана стоит, как раз, под золоченой 
стрелочкой на неподвижном кожухе прибора. 

Неподвижная верхняя часть прибора состоит из горизон- 
тального вала, на котором сидят 9 зубчатых колес особого устрой- 
ства, которое будет описано ниже, и—в конце— одна олнозубая ше- 
стерня. Каждое из 9 колес снабжено спицей, конец которой вы- 
ступает наружу через особый прорез. Вал приводится во враща- 
тельное движение ручкой с правой стороны. В состоянии покоя 
ручка должна быть направлена вниз и застопорена предо- 
хранителем. Оставив ручку в другом положении и двинув ниж- 
ний барабан, мы заклиним шестерни друг в друга и можем изло- 
мать зубцы. 

При одном повороте ручки по часовой стрелке (наверху от себя) 
мы увидим появление в том окошечке левой части барабана, которое 
находится под стрелочкой, цифры один — белой. При втором по- 
вороте ручки прочтем 2 под стрелкой, потом 3 и т. д. до 9. При 
обратном повброте ручки, если вначале под стрелкой стояло 0, 
прочтем 1 — красное, затем 2 красное и т. д. до 8, потом 9 белое. 
Таким образом, левая часть нижнего барабана регистрирует число 
оборотов верхнего барабана. Поворачивание стоящей под стрелкой 
шестеренки подвижного барабана производится однозубой шестер- 
ней, насаженной на вал неподвижного барабана. 

Поставим теперь спицы, занимавшие до сих пор самое высокое — 
нулевое — положение на верхнем барабане, на разные цифры. По- 
вернем ручку по часовой стрелке и мы прочтем в окошечках пра- 
вой части нижнего барабана цифры, на которые поставлены были 
спицы, находящиеся над этими окошечкамн. 
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Сообразим, как должен быть устроен верхний барабан, чтобы 
производить такой эффект. Мы помним, что цилиндрики с цифрами 
в нижнем барабане соединены с шестернями так, что увеличению 
цифры на единицу отвечает поворот шестерни на 1 зубен. Чтобы 
прибавить к О три, надо повернуть шестерню на 3 зубца, чтобы 
прибавить 7, надо повернуть на 7 зубцов. Словом, верхний барабан 
должен иметь шестерни особого устройства с переменным (от 0 до 9) 
числом зубцов. 

В арифмометре Однера эти шестерни сконструированы следую- 
щим остроумным образом. 

Шестерня состоит из 2 частей — 
шайбы А, закрепленной наглухо на 
валу, и кольца В, концентрического 
с ней и вращающегося вокруг нее. 
Шайба содержит 9 шипов-ползунов, 
скользящих в направляющих по ра- 
диусам. 

Кольцо В имеет круговые напра- 
вляющие, для тех же ползунов, рас- 
положенные, как показано на’ чер- 
теже. Поворачивая при помощи спи- 
цы М кольцо В вокруг оси, мы можем Рис. 3. 
вытянуть любое число шипов на- 
ружу. Таким образом, мы можем сделать каждую из этих ше- 
стерен содержащей любое число зубцов — от 0 до 9. Спицы сле- 
дует устанавливать тоже только в том положении, которое для них 
нормально и которое чувствуется под пальцем. Шестерни эти заце- 
пляются с передаточными шестернями нижнего вала. Поворачивая за 
ручку вал, мы повернем каждую из нижних шестерен ровно настолько 
десятых ее полного оборота, сколько зубцов мы поставим на соот- 
ветствующей верхней шестерне. 

Поставим четыре из верхних шестерен на цифры числа 7831. 
Повернем ручку один раз, и мы прочтем в окошечках правой части 
подвижного барабана 7831, в окошечке под левой стрелкой по- 
явится 1. Повернем барабан еще раз, в правой части прочтем 15662, 
которое есть, очевидно, 7831 -2, а в левой части, под стрелкой, 
прочтем 2. Словом, если на верхнем барабане стоит множимое, под 
стрелкой множитель (пока однозначный), то в правой части бара- 
бана прочтем произведение. Если множитель есть число дву- или 
многозначное, умножаем по очереди на каждый разряд, вращая ручку 


г. 


м 
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так, чтобы в левой части барабана прочесть множитель. В правой 
прочтем произведение. 

Умножение, очевидно, можно выполнять как справа налево, так 
и слева направо, т.-е. если множитель = 148, мы можем умножить 
множимое на 8, передвинуть барабан на 1 разряд вправо, умножить 
на. 4, передвинуть на 1 разряд вправо, умножить на 1; или, наобо- 
рот, умножить на 1, передвинуть барабан на 1 разряд влево, умно- 
жить на 4, передвинуть еще на 1 разряд, умножить на 8. 

Если бы какой-нибудь разряд равнялся 0, как в числе 


1048, 


барабан передвигают в нужный момент через одно деление, так, 
чтобы в левой части его прочесть множитель. Десятичные дроби 
множатся, как целые числа. На некоторых новых выпусках арифмо- 
метра Однера есть особая стрелка, соответствующая десятичной за- 
пятой. Однако, в большинстве арифмометров получаются лишь цифры 
числа. Запятая должна быть поставлена вычислителем на основании 
общеарифметических соображений. 

Деление делается как действие, обратное умножению. Делимое ста- 
вигся на месте произведения. Делитель — на месте множимого, частное 
получится на месте множителя. Покажем производство деления на при- 
мере. Пусть требуется разделить 73568 на 144. Ставим спицами 
верхнего барабана делимое, и, одним поворотом ручки вперед, по- 
ставим это число на правую сторону полвижного барабана, сбросим 
левым барашком единицу, появившуюся под стрелкой, сбросим спи- 
цами число на верхнем барабане и поставим на нем делитель 144 
так, чтобы 144 оказалось над 735. Врашаем затем ручку в напра- 
влении обратном. Каждый поворот отнимает 144 от 735. Каждому 
повороту отвечает появление его красного номера под стрелкой. 
После 5 оборотов, под 144 прочтем 15, дальнейшее вычитание не- 
возможно (некоторые модели дают здесь звонок, другие не дают 
звонка, но при следующем повороте выкидывают 9999..... Если 
этот лишний оборот по ошибке начат, всегда следуег его закон- 
чить и затем повернуть ручку один раз от себя, чтобы вернуться 
к остатку, в данном случае 15), передвинем барабан на 1 разряд 
влево, под 144 прочтем 156, повернем ручку один раз обратно, 
прочтем слева 1 — красный — справа остаток 12, передвинем бара- 
бан на 1 разряд влево, прочтем под 144 число 128 — деление не- 
возможно. Значит, частное есть 510 и остаток 128. При желании 
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мы могли бы продолжать деление, новое частное есть 8, и остаток 
опять 128. Значит, 73568 : 144 — 510,888... 

Если бы нам требовалось делить 105 643 на 986, мы, по понятным 
соображениям, должны бы вначале поставить 1056 под 986. 

Читатель может для упражнения множить и делить любые числа, 
проверяя себя вначале на бумажке. После часового упражнения он 
будег владеть прибором в совершенстве. Напомним еще раз, что 
ни одно движение не должно останавливаться иначе, как на 
стопоре. 

Недостатком Однеровских арифмометров является немалый шум, 
который они производят при работе. Существуют арифмометры (на- 
пример, Евклид-Мерседес), которые произволят гораздо меньше 
шума, — они дороже и менее прочны. 


АА = 


ГЛАВА ВТОРАЯ. 
О ПОГРЕШНОСТЯХ ВЫЧИСЛЕНИЙ. 


Общие со- Приближенные вычисления выросли из самой жизни. Астро- «, 

ображення- ном, физик, землемер. инженер вычисляют почти всегда прибли- 

И 1—2 кенно. Они основывают свои вычисления и расчеты: ж 

1. На законах, происхождение которых в последнем счете 2 
экспериментально, которые улучшаются с каждым новым по-/ 7” 
колением, которые стремятся к точности, но, конечно, ‚ не достигают < 
ее никогда. 

2. На коэффициентах (теплоемкости, теплопроводности, 
электропроводности, растяжения, сжатия и пр.), которые имеют про- 
исхождение также экспериментальное и, значит, по необхо- 
димости, приближенны, т.-е. содержат некоторую, точному учету не 
подлающуюся, ошибку. 

3. На функциональных зависимостях, определяемых 
нередко трансцендентными функциями: логарифмами, пока- 
зательными, тригонометрическими. Лишь немногие значения перечис- 
ленных функций известны точно, остальные несоизмеримы с еди- 
вицей и, значит, могут быть выражены только приближенно. То же 

‚ должно быть сказано и относительно корней всех степеней и даже 
относительно дробей, знаменатели которых содержат множителями 
3;7; 11;13 ит. д., и которые выражаются десятичными дробями 
лишь приближенно. 

Пункт 3-й является причиной, почему приближенными вычисле- 
ниями интересуются и чистые математики, построившие бесчислен- 
ные приемы лтриближенного вычисленйя функций, встречающихся и 

‚ изобретаемых в высшем математическом анализе. 

В 5. Есуи «физик, астроном или ученый техник, изучающий новое 
явление в лаборатории, могут и должны сожалеть о том, что абсо- 
лютная точность недоступна их вычислению, то ннженер-практик не 
имеет даже этого сожаления: в самом деле, большинство техниче- 
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ских расчетов имеет целью проектирование машин, зданий, кора- 
блей, электрических, гидравлических установок и т. д. Между тем, 
абсолютно точное изготовление деталей всех проектируемых соору- 
жений еще менее возможно, чем измерение величин. Совершенно 
очевидно, что нег нужды вычислять с точностью, превышающей 
возможную точность изготовления. Поэтому большинство техниче- 
ских расчетов и не нуждается в абсолютной точности. Техник дол- 
жен знать, с какой точностью должен быть получен окончательный 
езультат его вычислений, суметь выбрать исходные числа и проде- 
лать вычисления с требуемой точностью. Незнакомство с теорией 
ошибок приближенных вычислений имеет слелствием или невольное 
| понижение точности и ошибки в результате, или, в стремлении избе- 
жать ошибок, вычисления с чрезмерно высокой точностью и, в связи 
с этим, потерю времени и средств без нужды. 
| Ностоящая глава будет посвящена исследованию погрешностей 
| ) результатов арифметических действий над приближенно задан- 
`ными числами. В следующих главах будут рассмотрены другие, при- 
^\ меняемые при вычисленйи, операции и рассчитаны погрешности, при 
них получающиеся. 

Пусть нам известно приближенное значение некоторой величины. Основные 
\\ Обозначим его а. Обозначим неизвестное нам истинное значение о. 
к этой величины А. Тогда А — а—=а будет истинной погрешностью Абсолюта 
Хх числа а. Очевидно, что мы не знаем величины ©. Вместо ТОГО В ПОПЕ 
^\^\ практике ‚почти всегда удается найти положительное число; Назекемт 


РИ 
ей 
его Аа, которого |&| при данных измерениях или выч ениях не 


может превзойти, так что наверно |&|< Да. Чис ба назы- = 
вают высшим пределом погрешности числа & или, + фл, росте”. з 9 
погрешностью числа а. В наши задачи не входит о вание спово=., ыы = 
бов, которыми определяют погрешность приборов, а \йачит, и по- К я | 
грешности исходных физических и технических коэфф ивентов. Мы & “, 
покажем лишь, как влияют эти погрешности на ре ЛЕЗАЕЫ вы- ^ и 
числений. ы ВЫ ь’. 
Если число а == 31,24 и если Аа == 0,07, то истинное значение” 


А определяется неравенством 


31,24 — 0,07 < А < 31,24 [- 0,07. 
* 
Для краткости иногда пишут 


А= 31,24 + 0,07 @, 


* Через |а| здесь обозначена, как всегда, абсолютная величина числа а. 
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где © есть какая-то, нам неизвестная, положительная правильная 
дробь. | 

Вышеприведенное понятие о погрешности не является достаточ- 
ным. В самом деле, пусть нам известно, что некоторое измерение, 
например, взвешивание, сделано с точностью до Т2г, т.-е. Аа ==12г. 
Хорошо это взвешивание, или плохо? Для суждения о качествах 
взвешивания мы должны знать, что взвешивалось, — точнее: какова 
найденная взвешиванием величина. Если ошибка в |г относится 
к взвешиванию куска латуни весом в несколько килограммов, это -— 
точность, может-быть, и хорошая, но, если взвешивался платиновый 
тигелек, вес которого не превышает нескольких десятков граммов, 
это — точность совершенно плохая. Наконец, если взвешивался, на- 
пример, паровоз, это — точность неправдоподобная. 

Относительная погрешность == = играет в вычислениях 
нередко еще большую роль, чем разобранная выше абсолютная 
погрешность Аа. 

При современном состоянии техники возможная относительная 
точность производства, а, значит, и расчета, редко превышает одну 
тысячную. Поэтому, большинство технических средств вычисления 
рассчитано на эту именно точность. Мы говорим здесь не о неко- 
торых станках и производствах особо точных, а о средней обихол- 
ной практике. 

Кроме вышеприведенных соображений практического характера, 
в пользу введения в вычислительный обиход понятия относительной 
погрешности говорят и вычислительные соображения, ибо некоторые 
законы о погрешностях формулируются гораздо проше для относи- 
тельных погрешностей, чем для абсолютных, как то будет пока- 
зано ниже. 

Очевидно, что, зная одну из погрешностей и приближенное зна- 
чение числа, мы всегда сразу найдем другую погрешность. Напри- 
мер, пусть найдено число 156,7 с абсолютной погрешностью 0,1. 
Тогда относительная погрешность равна Е. Обратно, пусть най- 
дено число 13 498 с относительной погрешностью 0,001. Тогда абсо- 
лютная погрешность его равна 13 428 . 0,001 — 13,428, или округляя 
до целых единиц, так как данное число дано в целых единицах, 
Аа = 14. Округлять можно только в сторону большего. В дальней- 
шем мы будем пользоваться той из погрешностей, которая опреле- 
ляется проще, с тем, что другая получится по описанному только- 
что способу. | 

| ® 
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Сложение. Пусть складываются приближенно известные числа а Погреш- 
и 6. Пусть при этом их неизвестные нам истинные значения суть Д НОСТИ ариф- 


метических 
и В, их истинные погрешности © и В; высшие пределы абсолютных действий. 
величин их погрешностей Аа и А6. Тогда Сложение. 
1—3—а. 
А=а- а 
В=ё--3 


А В=(а-- 6+ @- 9. 


Т.-е.: истинная погрешность суммы приближенных 
чисел равна сумме истинных погрешностей сла- 
гаемых. 
Вычислим высший предел абсолютной погрешности суммы, т.-е. 
высший предел абсолютной величины |х--В|. Очевидно, что если: 
1) чи имеют знаки одинаковые, абсолютная величина их 
суммы равиа сумме их абсолютных величин, т.-е. 


[ав [-Н В: 


2) если же а и В имеют знаки разные, абсолютнев величина их 
суммы равна разности их абсолютных величин, т.-е. если || > В, то 


В * 
89—18. 
Очевидно, что разность абсолютных величин меныше суммы тех же 
величин и что, следовательно, в обоих случаях 


ава -Е1В < Аа 26, 


т.-е. имеет» место: 
Тесрема. Абсолютная погрешность суммы 2-х количеств не 
больше суммы абсолютных погрешностей слагаемых. 


Эта теорема верна, очевидно, и в случае и слагаемых. 
Пример 1. Сложить числа 


134,25 
13,281 
12,3 


все верные до последнего написанного знака, т.-е. первое до 0,01, 
второе до 0,001, третье до 0,1. 

Прежде чем складывать, рассчитаем погрешность результата. Она 
равна 0,111, т.-е. мы можем ручаться только за десятые. Поэтому, 
отбросив совершеино одну тысячную, сделаем вычисление в сотых. 


И—3— 56. 
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которые потом тоже отбросим, округлив результат по обычным 
правилам 

134,25 

13,28 

12,3 


159,83 — 159,8 


0,03 отброшены, ибо за эту цифру мы, все равно, ручаться не можем. 
Пример 1. Сложить 1145,318 и 5783,1 верные ло последнего. 
знака. 6 


Очевидно, что две последние цифры первого слагаемого должны 
быть отброшены еще до сложения. Результат 


1145,3 
5783,1 


6928, 4 
верен до 0,1. 


Теорема. Относительная погрешность суммы двух слагае- 
мых заключается между относительными погрешностями сла- 
гаемых. 

Сохраняя обозначения предыдущего $, получим: 


относительная погрешность а — 


А АВ 
а - 
-) 


ла 
Предположим, чтобы на чем-нибудь осгановиться, что -— г = 


Чтобы доказать теорему, преобразуем последнее и 
в равенство. Это можно сделать или уменьшив первое, или увели- 
чив второе отношение. Применяя оба способа параллельно, найдем 


А А 
число х < Аа так, чтобы . => и число В >> АВ, чтобы =. - : 
Тогда | 
2+6 _ АБ лав да 


ПЕР Ми" СЕ. 


Если заменить а через \а и В через АБ, соответственно, первая 
дробь увеличится, вторая — уменьшится, и окажется 


д Аа+ль 
Ь В <“. 


что и требовалось доказать. 
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Нетрудно показать, что, если число слагаемых больше двух, отно- 
сительная погрешность суммы также заключается между самой боль- 
шей и самой меньшей относительной погрешностями слагаемых. До- 
казательство этого положения предоставляется читателю. 

Пример. Относительная погрешность суммы 


357,18 
289,34 
646,52 ? 
гле оба числа верны до последней написанной цифры, должна быть 
близка шел В само еле, она равна ы 2 И 
НК 30000 ы - равна (4659 — 32896 


1 
Последняя дробь лежит между 58 И ааа 


Эта теорема служит в вычислениях преимущественно для контроля; 
относительная погрешность суммы вычисляется обычно через абсо- 
лютную. 

Вычитание. Абсолютная погрешность разности не выше суммы Вычатание. 
абсолютных погрешностей компонентов (уменьшаемого и вычи- Н—3—в 
таемого). 

В самом деле Е 


А=а-а 
В=6 +В 
А—В—@в— В) («— В). 
Абсолютная величина (& — 8) меньше или равна сумме абсолют- ` 


ных величин |@|-|- |8 | < Аа-Р 436. (Доказательство как в предыду- 
щем параграфе). Это и требовалось доказать. 

Замечание. Для относительной погрешности разности не 
существует столь простой теоремы, как для относительной погреш- 
ности суммы. Наоборот, следует отметить один случай, когда отно- 
сительная погрешность разности может неожиданно весьма сильно 


Ла - АБ 
возрасти. В самом деле, относительная погрешность равна лы 


Если а близко к 6, знаменатель становится мал, и, соответственно, 
относительная погрешность — велика. 
Например, 
3,189 — 3,183 = 0,006; 
относительная погрешность равна 
0,002 1 
0,006 `3` 
тогда как для уменышаемого и для вычитаемого она равна соответ- 
® 
1 1 
3189 3183 


ственно: 


Умное ние. 
П—3— г. 
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Поэтому рекомендуется при вычитании приближенных чисел вни- 
мательно следить за относительной погрешностью и, если последняя 
выходит за допустимые пределы, располагать все вычисление иначе, 
чтобы избежать понижающего точность действия. 

Умножение. Сохраняя прежние обозначения, напишем 

А=а-фа 
Ре Вы 
АВ == ав -- аВ-| 6х - 23. 

Абсолютная величина погрешности произведения равна 
ава -- 08 < а8 ||| 8«|-|- |8 | < а-\Ь-|- БАла- Аа. 6. 
Легко заметить, что последняя сумма содержит слагаемые разных 
порядков малости. В самом деле: \а и №6 — числа` по сравнению 
саиф всегла малые, измеряемые обычно сотыми, нередко, тысяч- 
ными долями их. При умножении на а и В эти числа абсолютно 
возрастают, т.-е. повышаются в десятичных разрядах. Наоборот, 
при умножении друг на друга они, скорее, понижаются в разрядах. 

Например: 
Пусть а —= 314,2 Ка 
5468.23 А — 0,01. 
Произведение равно 21 437,866. Погрешность 
314,2.0,01 -- 68,23.0,1 -|- 0,001 —= 3,142 -|- 6,823 - 0,001 = 
— 9,965 -- 0,001. 


Очевидно, что мы должны пренебречь погрешностью в 0,001 
при наличии ошибки в 9,965, которая на практике, и сама должна 
быть округлена ло 10. 

Таким образом, абсолютная погрешность произве- 
дения лаеся следующей формулой: 


а\6- бла. 


Из формулы этой следует, что в отличие от погрешностей суммы 
и разности абсолютная погрешность произведения зави- 
сит как от погрешностей, так и от абсолютных 
величин сомножителей. 

Теорема. Относительная погрешность произведения не выше 
суммы относительных погрешностей сомножителей. 

В самом деле 

о МЕТ 
аб = а `` 

Эта теорема, столь легкая для памяти и столь похожая на теорему 

об абсолютной погрешности суммы, чаще всего применяется на 
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практике. При этом складывают обычно не точно вычисленные от- 
носительные погрешности, а округления их до ближайшей высшей 
десятичной дроби вида 0,1; 0,01; 0,001 ит. д. 


Например 
3,142.7,286. 
1 1 
Первый множитель верен до 3142? второй до 786 Произведе- 
1 1 
ние можно считать верным до (э--тю) его величины, но 


1 1 1 1 
(летов) < 3000-Е 7000 = это < 0,001. 


Отсюда следует, что в произведении, которое, если бы его вы- 
числить полностью, равнялось бы 22,892612, мы можем ручаться 
вполне только за 3 первые знака, т.-е. 3,142.7,286 —= 22,9, при чем 
абсолютная погрешность наверно < 0,1. Данный пример допускает, 
однако, и более высокую точность. Положив 3,142-7,286 — 22,89, 
мы получим® произведение, в котором 3 первые знака верны, за 
последний же мы можем ручаться только с точностью до 2. 


В самом деле, 
1 1 р 
2289 < 2100 < 2289- 


Итак, 22,89 может быть принято за искомое произведение с абсо- 
лютной точностью < 0,02. Брать пятый знак, очевидно, совершенно 
бесполезно. 

При некотором навыке расчет погрешности легко делается в уме. 

Пример !. Вычислить вес куска латуни, если удельный вес ее 
равен 8,9 (до 0,1), а объем равен 13,22 куб. см (до 0,01 куб. см) 

Р—8,9-13,22 — 1182. ее в == 0,012. 

Т.-е. относительная погрешность равна 0,01, значит, мы едва можем 
ручаться за единицы. Этот же результат получился бы без вычис- 
лений, если бы мы заметили, что первое число имеет относительную 
погрешность, близкую к 0,01, второе — близкое к 0,001. Складывая, 
получим 0,011 -— 0,01. 

Деление. Расчет абсолютной погрешности частного более сложен, 
чем суммы и произведения. Сохраняя прежние обозначения, на- 
пишем 


| Иа 
ве 


Деленне. 
И—3—л. 
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а 
Для того, чтобы выделить ф ? как слагаемое, поступим следующим 


образом: 
А _а+> _ аа а-а 1 
О у ое 
в (1 3 в) Е} 
гле 1 = есть некоторая правильная дробь. Если выполнить де- 
ление 1 на (1 -|-1), получим бесконечный ряд 1 — 1 -!. 42 — 52-2.. 
значит 


Не входя в математическое исследование этого ряда, заметим, 
что первые два члена его — первого порядка малости, остальные же — 
не ниже второго порядка малости (см. подробнее рассуждение выше, 
стр. 22). Пренебрегая слагаемыми высших порядков малости, пред- 
ставим абсолютную погрешность частного в форме 


Высший предел ее абсолютной величины получится, как выше 


В 


Формула, которая, по сложности своей, совершенно не годится для 
вычислений, но которая необходима для вывода формулы отиоси- 
тельной погрешности частного. 

Теорема. Относительная погрешность частного не выше 
суммы относительных погрешностей компонентов. 

В самом деле 


а о 
Ь ЬЬ 


а АВ). а да, АБ 

неа т 
Формула — вполне совпадающая с соответственной формулой для 
произведения. Когда требуется найти абсолютную погрешность част- 


ного, ищут его относительную погрешность и самое частное, затем, 
помощью их, вычисляют абсолютную погрешность 
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Пример /. Вычислить удельный вес алюминия, если цилиндрик Примеры. 
диаметром в 1 см и длиной в 11см весит 23,33 г, причем относи- И—3—е. 


тельная погрешность измерения длин < 0,01, — взвещивания < 0,001. 
Объем 


И—ий = п-0,25.11 —=2.75-= — 2,75-3,142 — 8,64 


23.33. 
а= =. 
при этом 
5 —= 2.0.81 0,01 — 0,03 
и 7—4 , : Р-Я ‚ 
Аа 


д = 0,001 -| 0,03 = 0,031 А4=0,03-2,7 = 0,08 
4=2,7 | 0,08.6. 


Пример П. Вычислить силу тока, если электродвижущая сила 


равна 204 вольта (до 1 вольта), а сопротивление Ю — 816 ом (ло 
1 ома). 


р 204 
У 8 =0.25. 

= 5 са ®/ 

ыы НЕ ая Нав = эк 2768 05% 


А/=- 0,25.0,006 == 0,0015 
/= 0,25 -- 0,0015-6. 

Пример (!/. Для определения теплоемкости твердого тела суще- 
ствует известная формула 
(т. —т тп В) 

РИ) у 

где Р есть вес металла, т, — вес внутреннего сосуда калориметра без 
воль, /И»— тоже с водой, [1 — первоначальная температура воды, 
1, та же температура после погружения, Т— температура кипения, 
п теплоемкость калориметра и мешалки. 

Из опыта получено : Р = 403,7 г (до 0,1 г); ин = 1192г (по 0,52); 
ть — 6732г (ло 0,52); и 0,094; & —9,5° (до 0,15); &, = 12,8° 
(до 0,15); Т—= 100,115 (до 0,01). 


— 678 — 19+ 11.18) 3,3 _ 565,2-33 


И 5 


403.7 -87,3 А . 
Расчет погрешности 
ПАНА Ап 205 | РЫТОТЫВ — : 
п О р О р. 


А (673 — 119 | 11,18) = 0,5-0,5 + 0,05 = 1,0512; 
673 — 119 11,18 — 565 г: 


26 О ногрешностях вычислений. 


ь—&=3,3° (до 0,25); Т-& = 87,3° (до 0,15); 


Ах 1 2 1 1 
х = о 33 | 4037 73 = 


— 0,00177 | 0,06 -|- 0,00025 -- 0,001145 — 
= 0,06 = 660; 
лх —= 0,053-0,06 —0,003; х= 0,053 - 0,003 ©. 


На этом примере видно, как делают расчет погрешности и самые 
вычисления, когда в формулу входят разные действия. Обращаем 
внимание читателя на довольно распространенную ошибку: многие 
вычисляют погрешность после окончания всего вычисления и . 
теряют время на работу с лишними знаками, которые неверны и 
должны быть отброшены в конце. В нашем примере неверные знаки 
отбрасываются сразу же. 

Задача. Вычислить плотность Си$О, по измерениям на весах 
Вестфаля. 


Р р 
@ = р, @ - РР, 


где вес жидкости Р. = 1,075 г (ло 0,001), объем Р! = 1,003 куб. см 
(до 0,001), плотность воды 0, = 0,9988 (до 0,0001), температура = 
— 17°, плотность воздуха р = 0,0012 (до 0,0001). 
Ответ: Я = 1,070 = 0.0026. 
Возвыше- Теорема 1. Относительная погрешмчость степени с целым 
о показателем равна относительной погрешности основания, умно- 


в степень. 
П—3-_ж женной на показатель степени. 


а" —=а:а-а...а. 


Повторяя относительную погрешность основания п раз слагавмым, 
получим относительную погрешность степени в форме 
ла 
М -. 
а 
Теорема Ц. Относительная погрешность корня с целым 
показателем равна относительной погрешности подкоренного 


количества, деленной на показатель корня 
п 


=— п 

В самом деле, пусть Га-—Ь, или, что то же в. 
да 

Если относительная погрешность @ есть -2 » И относительная 


АБ Аа АВ 
погрешность 6 есть 


ны ны. оба 


Заключение. 27 


Теорема Ш. Относительная погрешность степени любого 
рационального показателя равна относительной погрешности 
основания, умноженной на показателя степени. 


п т 
В самом деле, пусть а = 6”, или, что то же, а = Ав". При воз- 
вышении 6 в целую степень и относительная погрешность умно- 
жится на и, при извлечении корня степени м, относительная по- 


грешность разделится на т, значит окончательно : 


Пример /. У 0,3652. Подкоренное количество верно, как всегда, 
до последнего десятичного знака. 


Относительная погрешность подкоренного количества есть В, 
2 О 
Р 3652 7304 з : 
т.-е И 0,3652 = 0,604, при чем все цифры числа верны. 
Резюмируя изложенное, формулируем два правила, относящиеся 
к существу анализа погрешности, и одну мнемоническую формулу, 
которая лицам, знающим начала дифференциального исчисления, 
облегчит запоминание теорем о погрешностях и их применение. 
Правило 1. огрешности суммы и разности следует опре- 
делять по их абсолютной погрешности, для разности, следя в то 
же время за относительной погрешностью. 
Лишние десятичные знаки в компонентах следует отбросить до 
выполнения действий, помня, однако, о первоначальной точности 
чисел. 


относительная погрешность корня равна 


Правило Н. Погрешности умножения, деления, возвышения 
в степень и извлечения корня определяют по их относительной 
погрешности. 

Мнемоническая формула. Пусть требуется определить 
относительную погрешность числа, определяемого формулой, в ко- 
торую не входят ни сложение, ни вычитание 

а"! 


@е’ 


Е — 


Тогда, как выше было показано, 
ДЕ ый Ас да Ае 
=== =! 5 =: 
Е Ио Пт | Я 

Этот же результат получится, если: 

1) прологарифмировать Е по основанию е, 


Заключе- 
ние. 


П 3—3. 


Обратная 
задача. 


а 
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2) взять полный дифференциал 15 Е, считая а, Ь, с... аргу- 
ментами, [, т, п... постоянными, 

3) заменить в полученном знаки дифференциалов знаками 
конечных приращений, 

4) заменить минусы, где окажутся, плюсами. 

В лабораторной практике нередко пользуются этой, не имеющей, 
правда, никакого реального смысла, но верной и для памяти удобной 
формулой. 

Замечание. Изложенная мнемоническая формула, очевидно, 
не может быть применена непосредственно к выражениям, содер- 
жащим знаки |- и —. 

Если, напр. В то, конечно, нельзя написать и = 
) , Е ; ’ р п 


АЮ АЕ р 
=. -|- -=, Как то нередко можно увидеть в студенческих работах. 


Здесь можно бы: вычислять, например, так: 


А (п —1 А АЕ 
п—1=^, ИО Е, но \(п— 1) =Ам, 
и значит 
Ап __п—1/АЮ | АР\ _ И у АЮ АР\ _ д АЮ г АР 
иги ЕТ. ву (в т) = дв ++) 


В задачах на вычисление приходится исследование погрешности 
делать в 2 направлениях: 

1) по погрешностям компонентов найти погрешность резуль- 
тата, 

. 2) задавшись некоторой максимальной допустимой погреш- 
ностью результата, рассчитать допустимые погрешности компо- 
нентов. 

Выше даны были примеры на первую из этих двух залач. По- 
кажем на примере решение второй задачи: 

Пример Г. Рассчитать необходимую точность изготовления куска 
проволоки длиной в 425 им, диаметром в 2 им при условии, 
чтобы электрическое сопротивление соответствовало расчетному 
с точностью до 1%. 

3.14159 . 22 __ 0,3142 


ка? : 
р р асы — 0007. 
Ар да м _ 
ре’ 


Задача неопределенна. Полагая \/ = 1 мм, найдем 


=" =дж==0,0028 = 0,002; < 0,008 — 4 < 0,016 ми. 


{ 42 


Обратная задача. 2 


‚ Итак, длину следует изгоговить с точностью до 1 им, диаметр 
до 0,016 мм. 

Пример И. Для опредеяения модуля Юнга Е по прогибу стержня 
прямоугольного сечения применяется формула: 


де /-— длина стержня, 6, 4 — измерения поперечного сечения 
стержня, $ — стрела прогиба, Р — нагрузка. 

Рассчитать точность измерения длины [ и стрелки прогиба $ так, 
чтобы погрешность Е не превышала 2’, при Р=2 ке (до 0,109), 
@=3 мм (мо 19/0), 6=44 им (до 10), 1[=50 см, $5=2,5 си. 

Очевидно, 


Е 1 АР 46 | А 

= (8 ть Г +=) = 
о! А! я об — | 
== ( Г 6,001 -{- 3-0,01 -- 0,01 -- =) = 0,02. 
Отсюда 


Ру} А5 41 > 
8 | т 0,08 — 0,0417” 0,04. 


Задача неопределенна. Неравенство удовлетворится, например, при 


А А 
г< 0,01 и г < 0,01, т.-е. оба измерения должны быть выполнены 


Пример Ш. Требуется вычислить помощью ряда Маклорена 1 56 
с точностью до 0,00001. Рассчитать, с какой точностью должно 
быть выполнено преобразование 5° в круговую меру. 

Прикинем сначала результат грубо: 


По формуле Маклорена получим: 

х 59 п 5 

ие ПВ 
о 0,001 ‚ 0,00001 

эт 5 = тв 20,1 — оо 


УШЕХ == 


Погрешность ряда с убывающими и стремящимися к 0 членами, 
знаки которых чередуются, по абсолютной величине меньше первого 
отбрасываемого члена. Значнт, в данном случае, иам достаточно 
взять лва первых члена ряда. 

При вычитании абсолютные погрешности складываются. Окон- 
чательная погрешность должна быть -< 0,00001. Погрешности сла- 


Задачи. 


П—4— 


6. 
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гаемых мы должны взять так, чтобы сумма их была < 0,00001. 
Проще всего взять х до 0,000001. Значит: 


3,141592 хз 


о 36 = 0,087266, 31 == 0,000 110. 


т х=0,087156 — 0,08716. 


Задача Г. Рассчитать погрешности в примере И, полагая стержень 
деревянным и допустимую погрешность результата <. 120.0 

Задача П. Вес кубического сантиметра воздуха может быть 
определен по следующей ме 


—=4—% -, (а -| 0,003671), 


где 4 есть вес сосуда, наполненного воздухом, 41 — вес сосуда, напол- 
ненного водой, 4% — вес сосуда без воды и воздуха, (Н — й) — упру- 
гость воздуха, {— температура. 

Рассчитать, с какой точностью следует вести взвешивания, чтобы 
окончательная погрешность не превышала 0,50/о, если давление изме- 
рено до 0,1 мм и температура до 0,15. 

Задача П!. Механический эквивалент тепла может быть вычислен 
по формуле 


и 
Е 
О’ 


(Р- 00-9 -ы 
1000 


где \/ —= Л. И.Т (затраченная энергия) и @ = 
есть выделившееся количество калорий. 

Пусть из опыта Р—=450 г, /=2 амперам (ло 0,01 ампера), 
р= 150 г, И=1,49 вольта (до 0,01 вольта), & = 12,7° (до 0,055), 
Т—=3000 сек. (до 1 сек.), № = 10,1” (до 0,055). Рассчитать по- 
грешность взвешиваний Ри р, при коей окончательный результат 
будет иметь относительную погрешность < 50 0. 

Ответ. Например, Р до 0,5%‘ 

р до 10 

Задача ГУ. Вычислить помощью рядов с0$ 2,4°, с точностью 
до 0,00001. 

Задача \. Вычислить % 6” с точностью до 0,0001. 

Задача УТ. Вычислить с 7,2° с точностью до 0,0001. 


ГЛАВА ТРЕТЬЯ. 


О ПОГРЕШНОСТЯХ ВЫЧИСЛЕНИЯ ПОМОЩЬЮ ЛОГАРИФМИ- 
ЧЕСКИХ ТАБЛИЦ. 


В настоящей главе не излагаются собственно правила вычисления 
при помощи логарифмов. Я предполагаю, что читатель умеет уже 
достаточно хорошо обращаться с таблицами, и сообщу лишь неко- 
торые сведения о погрешности, которая при этом получается. Из теоре- 
гических рассуждений легко будет вывести правила о выборе таблиц 
{4-х, 5-ти или 7-значных) для требуемого вычисления. 

Помощью логарифмов выполняют умножение, деление, возвы- 
шение в степень и извлечение корня. Два последние действия мы 
будем рассматривать как одно. Во всех случаях: 1) ищут логарифм 
заданного числа или логарифмы заданных чисел, 2) производят над 
найденными логарифмами некоторые действия: сложение, вычитание, 
умножение или деление, чтобы получить логарифм результата, на- 
конец 3) потенцируют последний логарифм. 

Соответственно изложенному ошибки в окончательном резуль- 
тате имеют 3 источника: 1) ошибки логарифмирования, 2) ошибки 
арифметических действий над логарифмами, 3) ошибки послед- 
него потенцирования. 

Только первый и третий из перечисленных 3 источников ошибок 
нуждаются в непосредственном изучении. Ошибка второго опреде- 
ляется правилами о погрешностях результатов арифметических дей- 
ствий. Ближайшие параграфы этой главы посвящены, преимуще- 
ственно, изучению ошибок логарифмирования и потенцирования. 

Мы различим здесь 2 случая: или 1) мы найдем логарифм иско- 
мого числа в таблицах непосредственно или 2) мы вычислим его 
интерполированием, пользуясь теми значениями, которые помешены 
в таблице. 

Теорема {[. В л0гарифмах, помещенных в таблицах, верны 
`все десятичные знаки, т.-е. ошибка 4-значных таблиц меньше 


Общие со- 
ображения 
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0.00005./ошибка 5-значных таблиц исньше 0,000005, семизнач- 
ных «-0,00000005 и т. 9. 

Для доказательства этого положения покажем, что, хоть лога- 
рифм и есть функция трансцендентная и, следовательно, вообще 
говоря, несоизмерим с елиницей, однако, он может быть вычислен 
для любого числа с любой точностью. 

Доказательство разлелим на 2 части: 1) для чисел между 0 и? 
и 2) для чисел > 2. 

1. Применяя формулу Тэйлора, напишем: 


а--х) = т Ва —... 


х 2х? хз 
1°(1—х) = — а 


В обоих случаях х > 0 и логарифм в левой части равенства нату- 
ральный. Оба ряда, как известно, сходятся, т.-е. суммы их стре- 
мятся к определенному пределу, если только (х!< 1. В этом случае 
погрешность первого ряда, т.-е. ошибка, которую мы допустили, 
взяв сумму и первых членов ряда вместо всех его членов, будет по 
абсолютной величине меньше первого отброшенного члена, т.-е. 
помощью формулы 


0,1 0,01, 0,007 0,0001 

12911 — Р-Н -... 

мы можем найти натуральный логарифм 1,1 с точностью до 4-го 
знака, взяв 3 члена ряда; до 5-го знака, взяв 4 члена ряда. 


Ошибка второго ряда выражается формулой 


РИ 1 
->- Зе 1 
Следовательно, если помощью ряда ` 
0.1 0 с ЕАО __ 
вова — = [о 9+... 


мы хогим найти 4-значный логарифм числа, мы должны взять по- 


0,0001 ооо 
прежнему 3 члена ряда, ибо т 29 = -_›—_ ДЛЯ 9-значного ло- 


гарифма достаточно взять 4 члена. 

Итак, для всякого числа между 0 и 2 мы сможем вычислить 
натуральный логарифм с любой точностью. Помножив иатуральный 
логарифм на модуль перехода 0,43429, найдем десятичный лога- 
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рифм. Все сложения, умножения и деления должны выполняться 
с достаточным числом знаков, превышающим окончательно требуемое 
число знаков (см. гл. П). 
Для интервала между 0 и 2 наше положение доказано. 
Замечания: Т. Правда, применение изложенного выше способа 
вычисления логарифмов на практике рекомендовать нельзя, ибо, по 
мере приближения |х| к единице, сходимость рядов будет все ухул- 
шаться, и число членов, потребных для получения логарифма данной 
точности, быстро возрастать. Однако, эта книга предназначается 
для лиц, кои будут пользоваться готовыми таблицами и нуждаются 
в умении оценить погрешность таблиц, а не в умении вычислять 
самые таблицы. Поэтому я не излагаю здесь ни приемов ускорения 
сходимости выписанных выше рядов, ни других приемов вычисления 
логарифмов. Е 

2. Для чисел болыних 2, даже больших 1, логарифмы могут 
быть вычислены, например, по формуле 


12 Е 


Давая п значения, равные простым числам 9, 3, 5, Т, 11, 13, 17 
ит. д. и вычисляя логарифмы составных чисел как суммы лога- 
рифмов их простых сомножителей, вычислим таблицы как угодно 
далеко и с любой точностью. 

Конечно, и здесь существуют приемы более быстрые, на которых 
мы не останавливаемся. 

Теорема ИП. Расположение современных логарифмических 
таблиц таково, что в логарифме, вычисленном помощью ратез 
ргорогнопа{е$, все десятичные знаки верны, т.-е. в 4-значных 
таблипах ошибка < 0,00005, в 5-значных ошибка < 0,000005. 

Пропорциональное (иначе линейное) интерполирование возможно, 
когла приращение функции пропорционально приращению аргумента. 
Для логарифмов это положение, конечно, не верно, вообще, но, как 
оказывается, приближенно верно в малых интервалах, т.-е. оказы- 
вается, что возможно рассчитать интервалы так, что без за- 
метной погрешности — в пределах заданной точности — можно 
считать логарифм изменяющимся внутри интервала по линейному 
закону. 

Сделаем такой расчет интервала сначала в общем виде, потом 
для 4-х и 5-значных таблии десятичных логарифмов. 


Практика вычислений. 3 
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Пусть № есть число, логарифм коего имеется в таблицах, и 
пусть (№М-- и) есть число, логарифм которого ищется. Тогда при- 


рашение логарифма 


М Е #. 
А = № (М№М-- п) — В №М= Я | м) = 


— 0,43429 12 ЕЕ м). 


Так как мы можем положить ий числом малым по сравиению 


п 
с №Ми, во всяком случае, = то 
М 


п 1 /н\?2 1 /м\з 
я 29 [№—з (®) Г” (^) > == 
п 0,43429 /п\2, 0,43429 | п\з 
= 0,43429 \— ^^ ( ) | () И 


Я М 3 М 


№ есть в данном интервале постоянное число. А будет пропорцио- 
нальным и, если, в пределах взятой точности, правый ряд может 
быть заменен его первым членом, т.-е. 


0,43429 0,43429 [пн \2 
А= и, если о (№) = 


Наибольшее значение п, удовлетворяющее последнему неравен- 
ству, и есть искомый интервал таблиц. 

В полученном неравенстве и зависит от М; однако, на практике, 
конечно, удобнее иметь таблицы с постоянным интервалом, при чем 
наиболее желательным интервалом является единица. Нетрудно рас- 
‘считать таблицы, которые, удовлетворяя полученному выше нера- 
венству, имели бы интервал = 1. Подставив п = 1 в наше неравен- 
ство, мы получим неравенство, которое определит М. 

0,43429 1 0,43429_ 


и 2 
Ь пр < или № > И 


т.-е. для чисел №, удовлетворяющих последнему неравенству, про- 
порциональное интерполирование логарифмов в интервале от № 
до (№М-- 1) дает результат, коего ошибка меньше е. 

Сделаем расчет № для 4-значных таблиц 


0,43429 . 2 
р = —= 
№ — 2 от = 2343. 
М> 66. 


Четырехзначные таблицы, имеющиеся в. обращении, начинаются 
со 100 и даются через 1 до 1000. Следовательно, удовлетворяют 
полученным нами условиям. 


* "“— 


в, 
„- 
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Рассчитаем теперь № для 5-значных таблиц 


0,43429.2 
—— 5..6,00001 — 43429; М> 2065. 

Пятизначные таблицы начинаются с 1000 и идут через 1 до 10000, 
Т.-е. допускают линейное интерполирование. 

Аналогично можно бы рассчитать семи и сколько угодно знач- 
ные таблицы. 

Изложенное представляет не только теоретический интерес: зна- 
комство с расчетом погрешности избавит читателя от довольно 
распространенной ошибки, когда пытаются получить 5 верных зна- 
ков в логарифме, полученном интерполяцией 4-значных логарифмов. 

Резюмируя сказанное в последних 2 параграфах, можно сказать, 
что разыскание логарифмов в пределах десятичных 
знаков, на которые рассчитаны таблицы, ощибок 
вовсе не даст. 

Замечание. Изложенное объясняет, кстати, почему 4-значные 
таблицы умещаются на 2 страницах, тогда как 5-значные требуют 
почти 20 страниц: в 4-значных даются логарифмы около 900 чисел, 
в 5-тизначных — около 9000 чисел. 

Второй источник ошибок гораздо серьезнее: логарифм произ- 
ведения 2 сомножителей верен уже только до 9=, п — сомножителей 
до Ме, логарифм частного верен до 2е, п-ой степени до пе. Таким 
образом, если 


1210 9218 —= 3,96464 верен до 0,000005, 
то 
1215 (921810) = 39,6464 верен уже только ло 0,00005. 


С этим понижением точности должен считаться всякий, пользую - 
щийся логарифмами. Правда, при умножении и делении, когда скла- 
дываются и вычитаются разные логарифмы, ощибка на практике 
обычно уменьшается от сложения ошибок разного знака, однако, 
ни предугадать, ни рассчитать это уменьшение ошибки никак нельзя. 

Ниже будет выяснено, какое уменьшение точности результата 
вызывает подобное уменьшение точности логарифма. 

Третий источник ошибки — последнее потенцирование — мы раз- 
берем сначала в общем виде. Затем подставим числа из 4 и 5-значных 
таблиц и формулируем правила о точности чисел, полученных из этих 
таблиц. | 

Задача должна быть поставлена так: каково наименьшее 
число и, которое будучи прибавлено к данному 


ЕЗ 
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числу М, изменит заметным образом, т.-е., по крайней 
мере, на 1 единицу последнего знака, его логарифм. 

Выше было получено, что с точностью до малых величин пер- 
вого порядка можно написать 


т 
А = 0,43429 ^, 


где А есть приращение логарифма. Отсюда 


АМ 


п — 0.43429 


Сообразив наименьшую величину '\, которая дает изменение 
логарифма (назовем эту наименьшую величину 1]), найдем, что 
№: 
"> 04345 
есть прибавление к числу №, которое учитывается таблицами лога- 
рифмов и что ошибка, которую мы можем допустить при потенци- 
ровании, наверно, меньше, чем 
а 
0,43429 ` 
_В общем виде задача решена. При практическом разборе таблиц 
нам невозможно исходить только из их расчетной точности, ибо, 
с одной стороны, последние знаки представляют результат округле- 
ния, которое должно быть учтено, с другой — точность логарифма 
результата ниже расчетной точности таблиц. Соответственно этим 
двум влияниям, и правила о погрешности в числе, полученном по- 
мошью логарифмов, сложнее, чем правила о погрешности в вычисле- 
нии логарифма по числу. 

Перейдем к конкретным случаям 4-х и 5-значных таблиц. 

Теорема. //огрешность числа, полученного из 4-значных 
таблиц логарифмов, чаще всего не превышает одной единицы его 
четвертого знака, при чем иногда понижается 00 двух единиц 
пятого знака, иногда же, наоборот, повышается до нескольких 
единиц четвертого знака. 

В самом деле, изменение последнего десятичного знака 4-знач- 
ного логарифма на единицу отнюль не свидетельствует об изменении 
логарифма на 0,0001. 

Возьмем, например, два рядом стоящих логарифма 0,4334 и 0,4335. 

При округлении 

0,4334 — 0,43336 и 0,43344 
0,4335 — 0,43346 и 0,43354, 


уе я р НЫ — 
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если не считать даже спорных случаев, когда на пятом месте оказа- 
лось бы 5. 

Если принять во внимание и эти последние, то разность между 
двумя взятыми логарифмами могла быть в действительности и 0,00001 
и 0,00020 и любое число между ними, т.-е. в некоторых точках 
таблиц, их, так сказать, чувствительность *) == 0,00001, в других, 
наоборот, 11 = 0,00020. 


Соответственно этому т в разных точках таблиц колеблется 
0,00001 _ 1 0,0002 _ 1 


Т 0,43429 — 43499 71° 043429 — эт” 
Если № есть 4-значное число близкое к 1000, погрешность 


колеблется от 70,02 до 0,5 единицы четвертого знака. 


-\ 
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Если М есть 4-значное число, близкое к 5000, то погрешность 
колеблется от 0,1 до 2,5 единицы четвертого знака. 

Если № есть 4-значное число, близкое к 10000, погрешность 
колеблется от 0,1 до 5,0 единицы четвертого знака. 

Резюмируя, скажем: 

1. Если первая цифра (цифра тысяч) 4-значного числа мала, 
ошибка не превышает единицы 4-го знака. 

2. Если первая цифра 4-значного числа близка к 5, ошибка 
может перейти в 4-Й знак, с малой, впрочем, вероятностью. 

3. Если первая цифра 4-значного числа близка к 10, ошибка 
может достигнуть нескольких единиц 4-го знака. 

Крайние случаи будут иметь место редко, наиболее же часто 


будет отношение от 


до что соответствует для всех 


1 
10000 20000’ 
четырёхзначных чисел ошибке в пятом знаке. 

Замечание. Если логарифм получился от сложения или вычи- 
тания логарифмов, ошибки складываются и, значит, точность пони- 
жается. Однако, на практике ошибки слагаемых нередко имеют 
разные знаки и вычитаются, так что формулированная выше тео- 
рема с болыной вероятностью может считаться верной и для этих 
логарифмов. 

Только возвышение в степень дает несомненное увеличение 
ошибки логарифма, а значит и числа. 

Погрешность числа, полученного из б-значных таблиц, чаще 
всего не превышает одной едияицы его пятого знака, при чем 
иногда понижается до 1—2 единиц шестого знака, иногда же 
повышается до нескольких единиц пятого знака. 


/ 
} 


5-значные 
таблицы. 


П—4—в. 
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Анализом округлений, как и выше, покажем, что изменение таблич- 
ного логарифма на 1 единицу пятого знака может быть следствием 
изменения логарифма как на 0,000001, так и на 0,00002. 

Соответственно этому, возможная относительная погрешность 
числа, полученного 5-значными таблицами логарифмов, колеблется от 


р 
0,000001 1 0,00002 1 
—0,43429 — 43ажю ^9 0,43429 — 21715? 
т.-е. 1) для малых пятизначных чисел, близких к 10 000 абсолютная 
погрешность наверно меньше единицы пятого, может-быть, даже еди- 
ницы шестого знака, 2) для средних пятизначных чисел, близких 
к 50 000, погрешность в самом невыгодном случае достигает двух — 
трех единиц пятого знака, 8) для пятизначных чисел, близких 
к 100000, погрешность может достигнуть 4 единиц пятого знака. 
Как и выше, заключим: /Л/огрешность огромного большинства 
вычислений не превзойдет одной единицы пятого знака. 
Аналогично и для логарифма, полученного в результате сложе- 
ния или вычитания логарифмов. Только возвышение в степень свя- 
зано с несомненным увеличением ошибки логарифма, а значит 
и числа. 
Логарифмы Слелаем расчет погрешности и соответственно расположения 
ских таблиц логарифмов тригоиометрических функций. Исследуем, 
функций. как и выше, 4-х и 5-значные таблицы. 
Ш—5. Выше получено было, что, если мы хотим пользоваться 4-знач- 
ными таблицами и при этом интерполировать помошью раЦез рго- 


рогНопа!ез, мы должны иметь 


п 1 
м 


В четырехзначных таблицах логарифмов числа берут 


п ] 
№ < 100’ 
для чего, полагая и==1, начинают с №М== 100. 
Для тригонометрических функций мы должны начать с 0 ине можем 
п 
поэтому выдержать отношение „, на нужном уровне. Заметим, что для 


малых углов до 2°— 39, синусы, тангенсы и крутовая мера совпа- 
дают с точностью до 4-го знака. Поэтому вместо озшхи 155 х 
мы можем рассматривать прямо шх. Если взять п =1", то уже 


п 
с 66’ отношение м Удовлетворит требованиям точности. Очевидно, 


что с 11’ = 660” можно положить и —= 10”, с 1 градуса, прибли- 


=> д 


— р —— 
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зительно, можно расположить таблицы через минуту. С 6°— 75° 
можно расположить уже через 6’, с 10°—11° можно взять интер- 
валы 10’ и т. д. Однако, на практике желательно — в видах одно- 
образия вычислений, иметь таблицы с постоянным интервалом. Здесь 
нет полного однообразия: одни авторы располагают свои таблицы 
через 10 минут, другие через 6. Для вычисления же тригонометри- 
ческих функций малых углов присоединяют особые добавочные 
таблички. Я не описываю этих добавочных табличек, как потому, 
что они различны у разных авторов, так и потому, что 1 триго- 
нометрических функций малых углов всегда могут быть очень быстро 
вычислены помощью рядов зш и соз. 

Проделаем подобный же аиализ для 5-значных таблиц. 

Выше получено было, что, если мы хотим пользоваться Б-знач- 
ными таблицами и при этом интерполировать помощью райез рго- 
рог#опа!е$, мы должны иметь 


п 1 
М — 208 ° 
Для чисел берут обычно г < ао Для логарифмов тригоно- 
метрических функций мы не могли бы так сделать, ибо мы должны 
начинать здесь от 0. Для малых углов синус, тангенс и круговая 
мера’ весьма близки друг к другу. Поэтому вместо зшх и фапрх 
возьмем круговую меру х. Если положить п=1'', то уже для 4' 
отношение т <> 208 В таблицах Гаусса логарифмы тригонометриче- 
ских функций от 0° до 1° приведены через 1”. Далее, 1° = 3600", 


следовательно можно положить п == 10", тогда 


` 10” 
3600'' 


1 1 
360 < 208 ° . 

Собственно, можно бы, начиная с 49, расположить таблицы 
от минуты к минуте, однако, из предосторожности (см. предыдущий 
параграф) в хороших таблицах, например, у Гаусса, таблицы распо- 
ложены от 1° до 8° через 10” и лишь с 8° до 90° через 1. 
Существуют таблицы, в которых для больших углов логирифмы рас- 
положены даже через 2’. С точки зрения погрешности это вполне 
законно, однако, для вычислений не слишком удобно. 

Авторы некоторых таблиц предлагают разные специальные таблички 
для логарифмирования тригонометрических функций малых углов. 
Мы не входим в подробности по этому поводу, отсылая интересую- 
щихся к пояснениям, которые всегда сопровождают такие таблички. 


Гауссовы 
логарифмы. 


Ш—б—а. 


ШЫ—6—56. 
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Гауссовы логарифмы не пользуются такой широкой популяр- 
ностью, как основные логарифмы. Между тем они могут быть по- 
лезны при решении некоторых задач. Поэтому я позволю себе 
посвятить несколько страниц изложению приемов вычисления по- 
мощью их и анализу погрешности. 

Задача. Найти логарифм суммы (или разности) двух количеств, 
коих логарифмы (не самые числа) известны. Иначе: найти 17 (а-- 6), 
зная ра и 126. 

Такую задачу полезно ставить себе, когда мы вычисляем с лога- 
рифмами и встречаемся с суммой, при чем в дальнейшем понадо- 
бится не самая величина, а только ее логарифм. В этом и только 
в этом случае Гауссовы логарифмы полезны. Впрочем, может быть 
указан еще один случай, а именно вычисление тригонометрических 
выражений, не приведенных к логарифмическому виду. 

Рассмотрим задачу сначала в общем виде, потом на примерах. 

Сумма. Пусть а > 6, 

(а ша (1+2) = ва (1- ..}. 

Введем обозначения 

АЕ = — ша; в= (1+. 
Тогла 
12 (@—-5) =шва-| В. 

Таблицы, составленные Гауссом, лают В в зависимости от А, 

т.-е. от разности логарифмов чисел 2 иа. Таблицы имеют А с тремя 


знаками, В — с пятью. Легко понять, что, интерполируя А, мы можем 


рассчитывать на 2 добавочных десятичных знака верных. В самом 
Ги ‚в 
деле, А + ВЕ 10: (1 — =). 
Логарифмы же чисел, различающихся на единицу, имеют при- 
ращения, которые пропорциональны с точностью до пятого знака. 


Пример Г. Найти № 5—1 (3-2) = 3 (1 = ) — 


== вз-Нв (1-3). 
Известно, что 122 = 0,30103, 123 — 0,47712 
А—= 2 — 53 — — 0,17609 —1, 82391 или 9,82391. 
В таблице находим 
для А —=9,823, В—=0,22149 
„ А 9,824, В—0,22189 
Интерполируя, получим для А = 9,82391, В == 0,22185. 
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Значит 
125 = 0,47712 | 0,22185 = 0,69897. 


Все знаки верны. 

Пример П. В одной из задач баллистики (науки о лвижении 
артиллерийских снарядов) при приближенном интегрировании диффе- 
ренциальных уравнений движения, приходится несколько тысяч раз 
вычислять выражение 

М=иИ- УИ № 
при разных заданиях (Л, И. Точность этих вычислений должиа быть 
довольно высока, так что не только графические или механические 
прнемы, так сказать кустарные, но и логарифмическая линейка 
не могут быть применены. 

Сделаем одно такое вычисление помощью Гауссовых логарифмов 

Пусть 12 0== 1,76895, 1х У == 1,23877. 


ГЕ 1 1 у? 
вии > ву = (Ну) = 
1 о 1 (№\ 
а в (1) 
А== 1 У? — 202—2 (6И—10)=2 (1,23877 — 1,76895) = 


—— 2. 0,53018 — — 1,06036 —2,93964 ; 


1 
ет 


ИЦ У? == 1,76895 -{- 0,01812 = 1,78707. 


В==0,03624, _ В—0,01812`; 


15 М = 1,76895 -|- 1,23877-Р 1,78707 — 4,79479. 
, М = 62343. 


Пример Ш. Вычислить М==изш? 52916' (=2-|“Ззш 52916’) 
12= = 0,49715, 12 52°16' — 1,89810. 
15 (г? 39 52916') — вт? (1-- УЕ =>) = 


п 
Зэш 52516’ 
= 2121-18 о в). 
А —= ю3- 1зт 52°16' — 2 2х = 1.38092; В-= 0,09355. 
12 (2 1 Зэт 52°16’) = 1.08785. 


15 М—0,49715- 1,79620 -{ 1,08785 — 1,38120. 
М= 24,054. 


Лля суждения об экономии времени при употреблении Гауссовых 
таблии, читатель мог бы проделать теперь вычисление /М без них: 


|: 
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значит, вынести т? за скобку, ввести вспомогательный угол Ф урав- 


нением 
в Зэт 52516’ 
шо = = 
: ла 
Н т. Л. 
Разность чисел предполагается, конечно, положительной, ибо мы 
оперируем здесь только вещественными логарифмами. Неудобств 
или ограничения общности от этого не происходит, ибо, зная абсо- 


лютную величину разности, мы знаем и разность. 


Итак, 
а>ё 
12(а— 5) —=15ё ($ —0 == ше ($ —1) 
Если 
15 —- =В, 
то как выше 
и: (5 —1)=А. 


Следовательно, пользуясь теми же таблицами, найдем 
12(а—В=вЬ-А. 
Пример Г. (3—2) = 22-1 (3— 1) 
В=13—122==0,47712 — 0,30103 —0,17609 
А—1,69897 
12 (3—2) == 0,30103-1 1,69897 = 0,00000 


как и следовало ожидать. 
Пример П. Вычислить М —= УИ при 1 (= 1,71456 
при 1 У= 1,24266 


1 4 а Та ОЫ 
УИ фу (и — 1) 
В=4 (6 И— №У)—=4 (1.71456 — 1,24266) = 4. 0,47190 — 


— 1,88760. 
А—1,88194 


15 У (4—1 —2,48532 -- 0,94380 — 3.42912 
12 М—= 1,71456 -- 2,75734 -| 3,42912 — 3,90102 
М = 7962. 
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Пример Ш. Вычислить М = «2 № 48919 («2 — 15 485912’) 
12? = 2 ет = 0,99430 
1245 48°12' == 0,04861 
2—4 48915") — 519! Не 
15 (2—1 48912") — 1545 48912' |1 (ея 1) 
В==0,99430 — 0,04861 —= 0,94569. 
А == 0,89345 
15 (п2 — 42 48°12') —0,04861 -- 0,89345 == 0,94206 
12 М = 0,99430 — 0,04861 | 0,94206 — 1,98497 
М==96,599. 

Обычное приведение к логарифмическому виду помощью триго- 
нометрических преобразований потребовало бы более длинных вы- 
кладок. Удобно было бы воспользоваться таблицами натуральных 
тригонометрических функций, однако, эти таблицы даются обычно 
с 3, редко с 4 десятичными знаками. 

Покажем теперь один случай, когда применение Гауссовых таблиц 
ведет к грубой ошибке и не может быть рекомендовано. 

Пример 1. Вычислить 15 (а — 6), если 15а = 3,32960 

„ (70 == 3,32919: 
12 в =ве А 
В—=12 а— 1 5 = 0,00041 


По общему правилу 


А = 4,97, или 4,98 
12 (а— 6) = 3,32919 - 4,97 = 0,29919, или 
3,32919 -|- 4,98 = 0,30919 
а—6=— 1,9955, или 2,0380 
Истинное же значение а — 2136, 6 —= 2134, а—6=2. 
Точность способа Гаусса не превышает в этом примере 2%. 
Пример П. Вычислить 12 (а — 6), если 15 а== 4,89402; 16 6 = 
— 4,89401. 


Решение 
12 (а—э=вё-РА, 


В = 0,00001, 


А—=5,1, или 5,2, или 5,3, или 5,4, или 5,5, 
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5 (@—в) ==4,89401 {5,1 = 1,99401 или 4,89401 -- 5,5 = 1,39401. 
Непосредственное потенцирование лает: 


а —= 78341, 6 = 18345 
а—6—=2; № (а—вВ)=0,30103. 


Результат, полученный таблицами Гаусса, неверен даже качественно. 

Не вдаваясь в математический разбор полученной в последних 
примерах погрешности, замечу, что когда уменьшаемое и 
вычитаемое близки между собой (об этом можно 
судить по близости логарифмов) метода Гаусса 
ведет к’грубой погрешности и не должна приме- 
НЯТЬСЯ. 


ГЛАВА ЧЕТВЕРТАЯ. 


ЛОГАРИФМИЧЕСКАЯ СЧЕТНАЯ ЛИНЕЙКА. 
} 


Логарифмическая счетная линейка представляет собой полезней- Логарифми- 
ший из существующих в настоящее время вычислительных инстру- ще ^ 
ментов. В этом смысле она пользуется всеобщим признанием. Вы |[у_1, 
встретите ее на столе, а нередко и в кармане, всякого инженера, 
конструктора, физика. 

Прежде чем излагать ее немудреную теорию и употребление, 

я должен сделать несколько замечаний предварительного характера. 

Невозможно научиться обращаться с линейкой, не имея ее в руках, 
не упражняясь с ней. Можно знать и понимать все правила и на- 
делать всяческих — и грубых и тонких — ошибок при практическом 
вычислении. Читателю настоящей главы я советовал бы сначала 
достать себе линейку и с ней в руках внимательно прочесть даль- 
нейшее, проделывая внимательно все примеры и упражнения. На- 
стоящая книга преследует практические цели и, описывая линейку, 

я имею в виду больше научить пользоваться ею того, кто может 
достать ее себе в собственность или в пользование, чем рассказать 
о ней тому, кто ее не видел и увидеть не может. 

Если посмотреть на линейку снаружи, она представляет собой Внешнее 
деревянную, несколько толстую, линейку, вдоль которой скользит ФПИсание. 
в особых — тоже деревянных — направляющих, другая более узкая И 
деревянная линеечка, которую мы булем называть движком. Как 
главное, так сказать, тело линейки, так и движок покрыты обычно 
белым непрозрачным целлулойдом с нанесенными на нем шкалами, 

о которых булет сказано ниже. Вдоль линейки скользит, независимо 
от лвижка, стеклянный визир с одной или несколькими тонкими 
чертами, перпендикулярными длинным сторонам линейки (см. ри- 
сунок б на стр. 53-Й). 

Точность показаний линейки весьма зависит от постоянства раз- 
меров и точности пригонки друг к другу трех составных частей ес. 


Вычисления 
помощью 
логариф- 
мической 
линейки. 

Умножение. 
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Сырость и резкая смена температур являются врагами линейки, 
ибо вызывают покоробление. Правда, лучшие фирмы, делающие 
линейки, выбирают для них твердое, выдержанное дерево — пальмо- 
вое, орех, красное — и специально обрабатывают его, проваривая, 
кажется, в параффине. Тем не менее, владелец линейки должен ста- 
раться держать ее в сухом и не очень жарком месте. 

Целлулойл, покрывающий линейку, горюч, поэтому рекомен- 
дуется не подносить ее очень близко к ‘огню и не разогревать ее 
чрезмерно частыми и быстрыми движениями движка. Запачканный 
целлулойд может быть вычищен обыкновенной карандашной резин- 
кой, которою следует водить вдоль черточек делений. Визир должен 
быть поставлен стороной, содержащей пружинку, от вычислителя. 

Держать линейку следует левой рукой так, чтобы середина ли- 
нейки опиралась на суставы большого и указательного пальцев и 
чтобы она придерживалась этими пальцами. Держать следует 
крепко, — так, чтобы линейка не скользила в пальцах при вытя- 
гивании и вдвигании движка, но не жестко, чтобы не выломать 
верхние части направляющих, в которых движок скользит. Движок 
перемещают правой рукой, лишь иногда перекладывая линейку 
в правую руку, чтобы вытянуть движок влево. 

В продаже существует немало разных моделей линеек, как уни- 
версальных, так и предназначенных для специальных целей, напри- 
мер для электриков, для геодезистов. Специальные линейки содер- 
жат некоторые добавочные шкалы, разобраться в которых нетрудно 
человеку, умеющему обращаться с основными шкалами линеек, 
встречающимися во всех типах. Я буду говорить ниже исключи- 
тельно об основных шкалах универсальных линеек. Но и универ- 
сальные линейки разных фирм не тожественны. Я буду говорить, 
главным образом, о линейках фирм РаБег и МезЧег в Германии, ибо 
эти линейки пользуются наибольшим распространением в СССР. 

Мне случалось видеть линейки 6 размеров: в 12,5 см, в 25 см, 
в 27 см, в 30 см, в 50 см ив 60 см. Однако, наиболее употре- 
бительны линейки в 25 —30 см. О них будег преимущественно 
речь ниже. 

Линейка предназначена для выполнения умножения, деления, воз- 
вышения в квадрат, в куб, а иногда в любую степень, для извле- 
чения корней тех же степеней; наконец, она заменяет таблицы три- 
гонометрических функций и логарифмов. 

Основным действием для логарифмической линейки, как и вообще 
для вычислительных применений логарифмов, является умножение. 


_елааенвЫЙ 
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С него мы и начнем. Математически, идея очень проста. Если 
№—а-Ь, то 1 №М=1ю а-- №. . 

Сложение может быть выполнено вычислением или графи- 
чески. В самом деле, построим по таблицам в некотором масштабе 
отрезки 15а и 156, затем отложим вдоль прямой эти отрезки по- 
следовательно. 

| 


Ги) 12а 
| 


| 
| 
о 126 


Их сумма, взятая в том же масштабе, есть 15 М. 
4 
Развивая графический метод, можно, вместо таблиц логарифмов 


} и масштаба, построить логарифмическую шкалу, с которой, не вы- 
. числяя отдельных логарифмов, и брать прямо эквивалентные им 

отрезки. Наконец, идя еще дальше, можно построить две тожественных 
| 


логарифмических шкалы — ставя начало второй против 12а (на пер- 
вой) и читая на первой число № соответственно 196 (на второй), 
мы найдем произведение двух чисел путем простого геометрического 
сложения отрезков, отвечающих этим числам. 

Логарифмическая линейка так и устроена—с необходимыми 
конструктивными усовершенствованиями, конечно. 

Войдем сначала в некоторые подробности относительно логариф- 
мической шкалы. 

Представим себе сначала прямую, на одной стороне которой на- 
несены равномерно числа 1, 2, 3, 4..., а на другой логарифмы 
тех же чисел при каком-нибудь основании, например при основании, 
равном 10. Очевидно, соответствие, выразится таблицей : 


0 1 ^ 3 А 5 6 т 8 9 10 
р РН НЫ О ООН 
0 0,301 О.41т 0,602 0,699 0118 0,845 0,903 0,954 1,099 


Рис. 4. 


т.-е. с возрастанием Л шкала логарифмов возрастает все медленнее. 
Составим теперь другую шкалу, равномерную лля логарифмов. 


40 100 1000 10000 10° 10° 
Знаки закибиинисидямжкскакх кис лскйиклы жима ны} нас вена синие зыпринммаааннайинтк нимельныясььыс пиши 
9 1 г] 3 т 5 6 


Рис. 5. 


Практика 
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Очевидно, что шкала чисел при возрастании логарифма идет 
все уплотняясь: отрезок, который в первом интервале отвечал 
1—1,1, во втором соответствует 10 — 11, в третьем 100 — 110 
ит д Вот эта последняя шкала и есть шкала логарифмической 
линейки. 

Верхняя шкала движка большинства линеек содержит интервал 
нашего последнего чертежа от 1 до 100 (для логарифмов —- от 0 до 2), 
нижняя шкала движка содержит только интервал от 1 до 10 (для 
логарифмов от 0 до 1). 

Неподвижные шкалы линейки, непосредственно соприкасающиеся 
с движком, тожественны шкалам движка. Ниже будет объяснено, 
почему на линейке устраиваются 2 пары логарифмических шкал. 
Пока заметим, что каждая из этих пар может служить для умно- 
жения чисел. Например, пусть требуется перемножить 2 и 4. Ставим 
начало движка, т.-е. цифру 1 против цифры 2 на неподвижной 
шкале, затем ставим визир против 4 на подвижной шкале (при 
установке визира надо помнить, что луч зрения, проходящий через 
черточку визира, должен быть перпендикулярен линейке), затем 
прочтем 8 на неподвижной шкале. Читатель благоволит проделать 
описанное и на нижней, и на верхней шкалах движка. Все уста- 
новки должны быть сделаны возможно более тщательно — от этого 
зависит точность результата. 

Упражнения: Т) Перемножить на нижней шкале 14.36; 
17.353; 24-238; 312-25. 2) Перемножить на верхней шкале 
252 . 12; 332 - 11; 256 - 435; 274. 788. 

При выполнении установок необходимо отдавать себе отчет 
в цене делений на линейке, ибо в разных местах линейки цена де- 
лений различна. 

Причина —то уплотнение шкалы с возрастанием логарифма, 
о котором была речь выше. Цена деления обычно бывает равна 
или 1 единице данного разряда, или 2 единицам, или 5 еди- 
ницам. На практике ее определение не встречает никаких затрул- 
нений. 

Если черта визира приходится между делениями шкалы, приходится 
интерполировать на глаз. При навыке эта интерполяция удается до- 
вольно точно. В качестве упражнения полезно проделать несколько 
умножений, результат которых заранее вычислен на бумаге для конт- 


роля. 
Необходимы также упражнения в установке с интерполяцией на 


глаз. Здесь надо выбирать числа так, чтобы один из сомножителей 


и 
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и произведение ставились точно, а другой из сомножителей интер- 
полировался. Например, : 


1775 . 2 = 3500. 


Очевидно, что десятичные дроби идут при этих умножениях за 
целые числа, и лишь по выполнении действия мы, на основании 
обычных арифметических соображений, ставим в произведении запя- 
тую. Некоторые фирмы пробовали делать визиры с особым цифер- 
блатом для вычисления числа знаков произведения, однако, эти ци- 
ферблаты не привились, как и другие вспомогательные знаки на 
линейках для этой цели. 

Не всякое умножение может быть выполнено на нижней шкале 
описанным выше способом. Попробуйте помножить 25 - 45 на ниж- 
ней шкале. Результат нельзя прочесть, ибо 45 движка лежит вне 
неподвижной шкалы. В этом случае надо поставить не начало, но 
конец движка против 25 и затем читать результат (поставив визир) 
против 45 движка. 

Теоретические основания такого способа очевидны: перенос 
движка налево соответствует переносу числа 45 на расстояние 
точно равное длине всего движка, в логарифмах это отвечает вы- 
читанию из логарифма единицы. Мантисса при этом сохраняется. 
Значит сохраняются все значащие цифры произведения. 

Упражнения. Перемножить на нижней шкале 854.931; 
763 . 542; 638 . 494. 

Изложенный в этом параграфе способ умножения особенно по- 
лезен, когда мы производим умножение на верхней шкале. Верхняя 
шкала состоит из двух совершенно тожественных половин. Если бы 
мы поставили против множимого, взятого на неподвижной шкале, не 
начало и не конец, но середину линейки, где стоит цифра 1, то или 
вправо, или влево мы всегда могли бы выполнить умножение. При 
такой установке имеется еще одна выгода: движения движка стано- 
вятся более короткими, значит, требуют меньше времени. 

Упражнения. Перемножить 5 чисел: 378. 489 - 76. 903 . 107 
(на верхней шкале). 

Очевидно, нам нет нужды читать произведение двух, трех, четы- 
рех сомножителей. 

Деление есть действие обратное умножению. Делимое отвечает 
произведению, делитель — одному из сомножителей, неизвестное 
частное — другому. Очевидно, деление может быть выполнено на 
линейке следующим образом; ставим визир на делимое на непо- 


Практика вычислений, 4 


М —3— в. 


Деление. 
И — 4. 


Степени 
и корни. 


№М— 5. 
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движной шкале, подводим движок так, чтобы делитель на нем стал 

под черту на визире и, наконец, прочтем частное, против начала 

или конца или (для верхней шкалы) середины движка. 
Упражнения. Разделить (по верхней и по нижней шкале) 


763:38; 394:107; 586:17; 961: 87. 


Квадрат и корень квадратный. Известно, что если 
р — 22, то В —=2 ва. 


Если мы сравним верхнюю и нижнюю шкалы движка, или соот- 
ветствующие им неподвижные шкалы, мы заметим, что они удо- 
влетворяют как раз написанному уравнению. Поставим визир на 2 
но нижней шкале и мы прочтем на верхней 4, поставим визир на 7 
по нижней, на верхней прочтем 49. Аналогично ищутся и квадраты 
многозначных чисел. Например: 


3,542 — 12,58. 


Корни квадратные ищутся точно так же: подкоренное количе- 
ство ставят на верхней шкале, корень читают на нижней. 

Для третьих степеней и, соответственно, корней третьей стелени 
существуют на некоторых линейках особые шкалы, которые легко 
узнать, ибо они делятся на 3 тожественных интервала от 1 до 10 
каждый. Употребление их после сказанного ‘в предыдущем пара- 
графе очевидно. 

, Некоторые линейки имеют шкалу, предназначенную для возвы- 
шения числа в любую степень. Эта шкала выражает 12 12х. Ее 
употребление основывается на следующих соображениях. Пусть 

=, / 
тогда 


1рРу=их 
17 Ру— п 1х. 


® 


Если бы к имеющейся на линейке шкале 15и добавить шкалу 
1915 х, то, сложив два эти логарифма, мы прочли бы у, на шкале 1915. 

В дальнейшие подробности я не вдаюсь, ибо 1) разные фирмы 
разно располагают эти шкалы и 2) имея приведенные формулы и 
линейку в руках, читатель сам легко найдет правило вычисления. 

Узнать шкалу 151 легко по тому, что числа на ней идут до 
1000000 — 106 на линейках среднего размера и до 100 000 — 105 на ма- 
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леньких линейках. Приведенные числа представляют собой наиболь- 
шие значения степени, которые по этой шкале могут быть вычис- 
лены. Впрочем, они могут быть увеличены приписыванием нулей. 

Шкала логарифмов заменяет таблицы логарифмов, примерно, Логарифмы 
так же, как шкалы квадратов или кубов заменяют таблицы квалра- М№М—6. 
тов, кубов, корней квадратных и кубичных. Располагают шкалу 
логарифмов различные фирмы различно. Например, на универсаль- 
ных линейках системы ЕК1еН?’а, изготовляемых фирмой МезНег’а, шкала 
логарифмов есть нижняя шкала на лицевой стороне линейки. Фирма 
Рафег располагает шкалу логарифма на обороте движка. Узнать эту 
шкалу легко, ибо это есть единственная равномерная шкала на ли- 
нейке (см. У—3 — а). Употребление ее всегда легко понять, имея 
в руках линейку. Необходимо только внимательно отнестись к цене 
одного деления, ибо есть линейки (мелкие, длиной в 12,5 см), где, 
по причине тесноты, деления взяты не слишком удобно. 

Шкалы тригонометрических функций располагают обычно на Тригономе:. 
обороте движка — зшиз сверху, Чапреп$ снизу. Для отыскания три- "унии, 
гонометрических функций нег никакой нужды вынимать и перевер- [и —7. 
тывать движок, как то делают некоторые. Правый и левый концы 
оборотной стороны линейки содержат обычно прорези, на продоль- 
ных сторонах которых нанесены тонкие черточки—по одной сверху 
и снизу. По этим черточкам и делается установка. Так как линейка 
дает точность, примерно, до третьего десятичного знака (см. 1У — 8), 
то зш, & малых углов почти до 65 совпадают между собой и с кру- 
говой мерой угла, как в том легко убедиться из разложения. 


й р хз 5 
= а 


22 х* 
Е 


Ряды эти сходятся для любых конечных х, погрешность прибли- 


женного суммирования меньше по абсолютной величине первого 
отбрасываемого члена. 


Если х== 65 =35==0,1047 0,105. 
то 
а — 0,0016; зтх — 0,1046 = 0,105 
ОИ — 0,0055; созх=1—0,0055 — 0,9945 
5х — 16° — 0107 0 1052—0105 


0,9950 


Точность 
вычислений 
на лога- 
рифмиче- 
ской ли- 
нейке. 


1У — 8. 
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Для меньших углов это равенство верно с тем большей точно- 
стью. Поэтому на линейках обычно имеется особая шкала тригоно- 
метрических функций малых углов — она же дает и круговые меры 
малых углов. Для углов больших 6° имеются отдельные шкалы {, 
идущие от 6° до 45°, при чем 4 углов больших 459 ищут по с, 
которые получаются, с одной стороны, обращением {, ибо 


1 


ЕС: 


с другой по дополнительному углу, ибо 


{2о— сш (90° —5). 

Например, чтобы найти += 65°, ищут № 25° = 65° — 0,466 

и обращают его. 
Получаем 

дев = 2, 145 — 42 65°. 
По 12 же ищутся сю. 

Шкала зй1и$’а содержиг аргументы от 6? до 90°. Косинусы, 
косекансы и секансы ищутся по синусам. 

На некоторых линейках отдельной шкалы для малых углов нет, 
зато шкала синуса идет от 0° до 90°, шкала же тангенса и здесь 
идет, как выше от 6°. В этом случае тангенсы малых углов ищуг 
на шкале синуса. 

Изложенные краткие правила о пользовании логарифмической 
линейкой закончим расчетом точности вычислений на ней. Расчет 
этот, — затруднительный, как всегда, когда приходится иметь дело 
с графическими или механическими приемами, — построим следующим 
образом: 1) мы будем считать, что изготовление шкалы и визира 
не дает никакой заметной погрешности в результате, 2) мы не 
примем во внимание возможной погрешности от интерполирования 
на глаз, 3) единственным источником ошибок мы будем считать 
неточность установки визира на шкалу и движка под визир. 


Острота зрения среднего нормального глаза такова, что при 

. Г 1 
установке шкалы различается неточность порядка 55 Мм, близору- 
кие видят на малом расстоянии от глаза даже еще лучше. Если 


счесть среднюю абсолютную погрешность установки в мм и 


Е 
20 
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среднюю длину измеряемого отрезка в 10 — 20 см, 

то относительная ошибка составит в среднем от 
1 

2000 79 4000 


Ах 
относительную погрешность в числе. Очевидно, 


в десятичном логарифме. Вычислим 


ь Ах 
А еох  Аюх в о-А) вх _ ВА =) = 


120х 1х 2х 12х 
а м ) 
о ЗЛО 


или в первом приближении 


Мое А1 ох __ 2х 18х 
НЕ их — ОО 
но при х < 1000, 


\ 1х == 2,3026 12.х < Т, 


следовательно, их < ее: = а ‚ т.-е. при нор- 
4000 58 2000 

мальном зрении ошибка чаще всего не превышает 
одной — двух единиц третьего знака. 

Приведенный расчет относится к среднему раз- 
меру линейки, длиной в 25 — 30 см. Очевидно, что 
на линейках длиной в 50 — 60 см,может быть полу- 
чена точность вдвое более высокая. 

На практике, однако, у опытного вычислителя 
с хорошим зрением и вниманием, 50-сантиметровая 
линейка редко дает ошибку, превышающую 2 еди- 
ницы 4-го знака. 

Существуют линейки (так называемая преци- 
зионная модель Нестлера), которые при длине 
25 см дают точность обыкновенной линейки дли- 
пой в 50 см. Правда, вычисление на них идет 
несколько более медленно, чем на обыкновенных. 
Здесь было бы невозможно объяснять детали устрой- 
ства этих линеек. 


ГЛАВА ПЯТАЯ. 
ПРИБЛИЖЕННОЕ РЕШЕНИЕ УРАВНЕНИЙ. 


Задачи техники и физики приводят нередко к очень сложным 
уравнениям и системам уравнений. Между тем, умение решать 
алгебраические уравнения высших степеней, системы алгебраических 
уравнений со многими неизвестными, наконец трансцендентные урав- 
нения -— весьма мало распространено в СССР даже среди лиц, коим 
приходится встречаться с такого рода задачами. Наука выработала 
немало разных способов решения таких уравнений. Ниже будут 
сообщены наиболее практичные. Имея в виду расположить материал 
в порядке возрастающей трудности, я изложу сначала способы более 
простые теоретически, хотя и не дающие всех корней уравнения, и 
затем уже перейду к более сложным, но и более могущественным 


способам. 
ные . Если дано квадратное уравнение х”-|- рх-{- 9—0, то корни 
к 7 
С Аиче- его определятся формулой 
ского урав- р 
нения. о ВЕ Е 
2 == и 
У—1— а. 
га 
ай 
Если —9=0, мы говорим, что корни уравнения совпадают 
или что уравнение имеет один двойной корень х=— +. 


В этом случае 
=. р\? 
ж-рх-На=(х-- 2), 
как то легко проверить иепосредственно. Аналогично, если урав- 
нение 3-й степени 
ха аз ах -- а =0, 
которое всегда может быть приведено к виду 


ее о до 
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имеет х- — хз, его разложение на линейные множители есть 
(х— м) (Е — 2) = 0. 


Мы скажем, что х› есть двойной корень нашего уравнения. 
Если бы х; —= х›==х., Левая часть заданного уравнения могла 
бы быть приведена к виду 
(х— хи) 
и х! было бы тройным корнем нашего уравнения. Вообще же, 
если уравнение может быть приведено к виду 


(х— хи (х ее” ..:: (Х — х„) п =0, 


ле а; суть целые положительные числа, то степень его равна 
(и -На2-..... --а„), при чем х, есть корень кратности а1, хо есть 
корень кратности а и т. д. 

Не трудно показать, что степень алгебраического уравнения, 
имеющего кратные корни, может быть понижена. Это понижение 
позволит нередко найти все корни интересующего нас уравнения: 


Пусть задано уравнение 


ХРаахР*-..... арх а,=0 ... . (1) 


Обозначим его неизвестные корни чергз х:, хХ.,..... Хх их 
кратности соответственно через @1, @>,...-а„. Тогда наше уравне- 
ние примет вид 


(х—х 1) (х— Х2) 2... (м — п) =0. .. . (2) 


Продифференцируем левую часть уравнения (2). Получим 
вл (хх М— м" (м — Хх)... (Хх) 
- ва (х — ма (Хх — 1 (х— х,) 3... (хх) 4... = 
— (хх — 1 (х— 2) т... (х— №)" 1. 
. [91 (х— №2)... (хо хо-а>(х — ж) (х— м)... —х- 
-Н.... На, (х—х,).... (=) ] с (©) 


Если бы какое-нибудь х; было простым корнем уравнения (1), 
то было бы а; =1, а;— 1 ==0 и множитель (х — х;) отсутствовал 
бы в произведении перед квадратной скобкой выражения (3). Если 
бы уравнение вовсе не имело кратных корней, множитель перед 
квадратной скобкой выражения (3) равнялся бы единице. 

Если же уравнение (1) имеет кратные корни, то выражение 
(3) обладает следующими свойствами: 1) оно имеет х:, х2,.... Хи 


Примеры и 
задачи. 


\М—1— 6. 
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корнями кратности соответственно равными (а; — 1), 2) оно имеет 
с левой частью уравнения (1) общим делителем произведение 


(хм 1 (х— в" ...:. (хх | 


Очевидно, что если мы продифференцируем левую сторону за- 
данного уравнения (1), мы получим полином 


о р ИЖ Е О О 


который тожественно равен выражению (3). Следовательно, левая 
часть уравнения (1) и полином (4) имеют общим делителем про- 
изведение 

ее ао АЕ 


Последовательным делением полиномов (1) и (4) найдем их 
общий делитель (2), который тожественно равен произведению (5). 
Разделим (1) на (0). Деление выполнится без остатка и даст 
в частном поливом Е. Вместо заданного уравнения получим два: 


Е—0, Р=0, 


при чем второе может еще содержать кратные корни. Применяя 
к нему изяоженный метод, мы или убедимся в том, что оно не имеет 


ар 
кратных корней (если общий делитель Ди ах Н® зависит от Хх), 


или разобьем его на два множителя, и т. д. Во всяком случае, при 
наличии кратных корней, решение алгебраического уравнения может 
быть сведено на решение нескольких уравнений, степени которых 
ниже степени данного. 
Пример Г: 
р хз — 4 х2-| 1,25 х - 6,25 = 09=Дх) 
ХО ==3м2 —8х-| 1,25 
хз — 42 1,25х-- 6,25 | 3х? —8х-| 1,25 


о М 
м и о 
—3 т. х-- 6,25 ы 
4 32 5 
а. МИ: — ГА ЧК ‚И 
в т о 
51,2 24,5 
— 245 „| 61.25 _ 24505) 


9 9 


а а даа 
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Зх? --8х-| 1,25 х— 2,5 


3^2-—7,5х | 3х— 0,5 _ 
— 0,5х-+ 1,25 


— 05-1125 


(х— 2,5) есть делитель /(х) и Г'(х), т.-е. 2,5 есть корень /(х)— 
двойной, очевидно. Разделив /(х) на (х— 2,5)2, найдем 3-Й ко- 


рень. В самом деле: 


ж.— 4х? | 1,25х-|- 6,25 | № — 5х-№ 6,25 
хз —552-| 6,25х рт 1 . 
х? — 5х-|- 6,25 
х? —5х- 6,25 


Искомый третий корень 


Хз = 1. 
Пример И. 
хз -- 4,1 х2 — 3,41 х — 20,181 —0—1(х) 
Г) = 3х2 -| 8,2 х — 3,41. 
1) х3-{ 4,1 х2 — 3,41х — 20,181 | 3х2 | 8,2х — 3,41 . 
9 о Эм т 
Е. Не 
ох а 
1 
4, к. Е. 
54.08 167,648 __ 54,08 
Е р = 9 (х- 3,1) 
Вх [8.29 З1 
32| 9,3х РЕН 
А — 341 


— 1,1х — 3,41 


х—= — 3,1 есть 
лвойной корень. 


Близкие 
корни. 


У—1— в. 
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3) ж- 4,12 — 3,41х — 20,181 | х2-{ 6,2х 9,61 
№ 6,22 - 9,61х ео] в 
— 2,12 — 13,02 х — 20,181 
— 2,1х2 — 13,02 х — 20,181 


| (59 
третий корень. 
Задачи. Решить уравнения: 


1) 3 —42ю2-5х—2=0. 

2) х4— 7ж | 172 — 17х-|-6==0. 

3) х4— 8 м -- 20х2 — 12х—9==0. 

4) х4— 163 + 902 —200х + 125 =0. 

5) хб — 0,15 — 6,724 - 5,182 хз -{- 11,0561 х? — 16,28781 х-|- 
+ 5,86971 —0. 


На практике встречаются нередко уравнения, имеющие два и даже 
больше корня, хоть и не равных, но мало различающихся между 
собой. В известных случаях эти корни могут быть найдены или, 
по крайней мере, выделены изложенной методой. Поясним сказанное 


примером. 
Пусть требуется решить уравнение 


23—42 2 4,61 х— 0,42 —=0. 


$* Применяя изложенную методу, напишем 
хз — 4,2 х2 | 4,61 х— 0,42 | 3х? — 8,4 х-| 4,61 
хз — 2,8 х*-|- 1,54 х х Ш 


3 
— 1,4 х2-| 3,07х — 0,42 
— 1,4 х2-| 3,92 х — 2,15 


— 0,85 х—{ 1,73 — 0,85 (*— 2). 


3х2 — 8,4 х-- 4,61 | х—2 
— 2,4 х- 4,61 
—2,4х-| 4,8 

— 0,19 


Наличие небольшого сравнительно с 4,61 остатка показывает, 
что хоть 9 и не является двойным корнем, но что уравнение имеет 
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два корня, близких 2. Легко видеть, что данное уравнение имеет 2 
простым корнем. В самом деле 


хз — 4,2 х2-|- 4,61 х— 0,42 | х—2 


о 22—22 х 40,21 
— 2,221 4,61х @ 
— 2,2 х2 4,4 х 
0,21х — 0,42 


0,21х — 0,42 


Остальные два корня определяются уравнением 
р х*— 2,2 х-| 0,21 =0 
и равны соответственно 
1-Й 121—021 —021 
хз = 1,1 —1==0,1. 


Как и сказано выше, два корня уравнения близки к 2. 

Замечание. В разобранном примере 2 оказалось точным зна- 
чением одного из корней уравнения. Столь удачный случай пред- 
ставляется, конечно, не часто. Однако, если бы 2 не было точным 
значением корня, мы могли бы принять его за первое приближение 
и искать корень по способу последовательных приближений, ниже 
указанному. 


Задёчи: 1) хз — 11 х?-| 34,99 х— 24,99 — 0. 
Ответ: 5,1; 4,9; 1. 
2) х*-- 2,3 х3— 2,68 х2-— 9,2 х— 5,28 = 0. - 
Ответ: — 1,1; — 1,2; 2. 
3) ^4-Р 3,13 — 0,62 — 9,3х— 7,2 = 0. 
Ответ: — 1,6; — 1,5; 3 
4) х+- 2х3 — 24,44 х2 — 95,44 х-- 161,28 — 0. 
Ответ: 3; 3,2; —4; —4,2. 


Элементарным отделением корней мы будем называть методу, Элементар- 
которая решение уравнений сводит к определению ное ОН 
числовых интервалов, содержащих в себе искомые у __2_. 
корни, так, что каждый интервал содержит 1 веще- 
ственный корень заданного уравнения. 

Эти интервалы могут быть сделаны сколь угодно 
малыми, и, значит, корни найдены с любой точ- 

НОСТЬЮ. 


— и ——————————0———Ш—ШЩШ—6—Ш—Ш———дддд—————кк 
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В дальнейших рассуждениях я буду опираться на геометриче- 
скую интерпретацию, которая, хоть и не необходима, но полезна, 
ибо дает наглядность этому способу. Пусть дано уравнение 


1(х)=0 
Составим вспомогательное уравнение 
У=ло). 


На координатной плоскости последнему уравнению отвечает / 
некоторая кривая. 


у 


Рие_ 7. 


Когла х равно корню заданного уравнения, кривая или пересекает 
ось ОХ, или касается ее. 

Легко показать, что если х; есть простой корень, имеет место 
пересечение, если двойной или вообще кратный — касание. 
` В самом деле, если х‚, есть простой корень, то }'(х1) 30, но 
ГО) есть угловой коэффициент касательной к кривой в точке х,- 
Если угловой коэффициент не равен нулю, касательная, а значит 
и кривая, пересекают ось ОХ. Если х; есть двойной корень уравне- 
ния, /'(хз) =0, — тогда касательная совпадает с осью ОХ. Можно 
бы с легкостью разобрать и случай многократных корней, однако, 
они нам не понадобятся, поэтому я на них и не останавли- 
ваюсь. 

Выделим, как было показано выше, кратные корни. Тогда наше 
уравнение будет содержать одни только простые корни, значит, 
кривая будет пересекать ось ОХ’ всякий раз, когда х будет про- 
ходить через корень. 

Когда кривая пересекает ось ОХ, у меняет знак. Обратно, так 
как алгебраический полином есть функция непрерывная, если (а) 
и (6) имеют разные знаки, это значит, что кривая 
между аи пересекла ось ОХ один или вообще не- 
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четное число раз, т.-е. между а и 6 имеется один 
или вообще нечетнфе число корней уравнения. 

На последнем замечании основан излагаемый способ. Найдем 
2 числа а и Ь, так, чтобы /(а) и Г(6) имели разные знаки. Общего 
способа для выбора а и В указать нельзя; на примерах будет по- 
казано, как в разных случаях надо поступать на практике. 

Между а и 6 лежит один корень 
уравнения или нечетное число корней 
уравнения. Вставим между а и В чис- х Л(х) 
ло с — произвольно. Знак }(2) может ак 
совпасть или со знаком /(а) или со зна- 
ком 7(6). Допустим, что он совпал Е Е 
с /(а). Тогда между а и с-—- или нет е г 
вовсе корней, или есть четное число их, 
наоборот, между с и ВБ есть нечетное 
число корней и, значит, наверно есть 
хоть один корень. 

Возьмем далыше число 4 в интер- | 
вале от 6 до с|!и определим знак {(4). 
Пусть он совпадет со знаком 1(Б). Тогда между си 4 есть по 
крайней мере 1 корень и т. д. 


= & 
Гы 


Интервал может быть сделан сколь угодно малым, т.-е. корень 
вычислен с любой, сколь угодно высокой, точностью. Если нам 
одного корня недостаточно, мы можем, найдя один’ корень, продол- 
жать разыскание других корней. 

Этот способ не даст нам, может-быть, всех корней уравнения. 
Он не даст, наверно, мнимых его корней. Однако, и то, что он 
дает, нередко вполне достаточно для приложений. Для уравнений же 
третьей степени, столь часто встречающихся в технических вопросах, 
этот способ всегда дает полное решение. Выше приведенная табличка 
очень удобно записывает ход решения. 

Пример 1. Ищутся корни уравнения хз —3Зх-№ 1,7 —=0. Соста- 
вим вспомогательное уравнение у— хз — Зх-|- 1,7. Очевидно, что 
при х=0, у>0, при х=-— ©, ух0, т.-е. уравнение имеет 
по крайней мере 1 отрицательный корень (см. табл. на стр. 62). 

Записываем наш результат в таблицу, как показано. Ясно, что 
существует корень нашего уравнения в интервале О и — со. Сузим 
этот интервал. (Очевидно, что уже при х=— 2, ух 0. Сузим 
интервал дальше: при х—= —1, у>0. Сузим интервал еще: при 
х—=— 1,5, У> 0, при х = — 1,7, у>0, при х=— О 5055 © 


Примеры 
и задачи. 
У—2 — 6. 


——————————— 
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Пе НИИ при х = — 1,95, у 0, 
№№ К | У при х==— 1,96, у>0, при 
ЕР: ый х=—- 1,97, у«0. Корень 
лежит между— 1,96 и 1,97. 
2 — © = Взяв за корень любое число 
З —% ее между этими двумя, мы 
10 — 1,97 = сделаем ошибку наверно 
меньше 0,01. Примем 
х, = — 1,965. 
9 — 196 А Остальные корни удовле- 
8 — 1,95 я. творяют уравнению 
7 —19 а: 
6 ее к" во В > 
5 в 5 х-| 1,965 
в . + — 1,965 х-{ 0,86 ==0, 
1 0 НЕ ге 


х2 == 1,307; Ххз— 0,659. 


Пример 1. (Задача № 97 из задачника С. П. Тимошенко.) 
Телеграфный провод подвешивается при температуре 18°С. Какую 
нужно оставить стрелу прогиба, чтобы зимой при #==— 25° С, на- 
пряжение не превосходило 1600 жг/см?. Пролет 1—=50 м, Е== 
= 2,106 ке/см?, а = 0,0000125, } = 0,0076 кг/см?. 

Применяя формулы теории сопротивления материалов, получим 
для искомой стрелки } уравнение 


}3— 2241} — 148 600 —0. №№ по 


2. 

Обозначим левую часть его р й | 

через 2 и составим таблицу, из 

которой убедимся в том, что 2 100 т 
с точностью до третьего десятич- м в 
ного знака 66,8 есть корень урав- - т ГЕ 
нения. В В я 
Остальные 2 корня опреде- о __ х 
ляются уравнением : 66,5 у 
4 66,0 — 
13—22 У— 148600 __ й 0 Сы 


7668 
—1/2-{ 66,8 /- 2219 =0 


1=— 33,4 -НИТИБ — 2219. 
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Радикал мним, и, значит, кубическое уравнение даез один только 
ответ на вопрос задачи: 
}—= 66,8 см, 
при чем абсолютная погрешность этого числа не превышает 0,1 см. 
Пример Ш (из задачника С. П. Тимошенко). Рассчитать напря- 
жение в листовом железном настиле толщиной й—1 см, перекры- 
вающем пролет в 70 дв. см и несущем равномерно распределен- 
ную нагрузку 9 == 0,3 кг/см?. Края листа при изгибе поворачиваются, 
но не смещаются в плоскости контура. 
Применяя формулы теории сопротивления материалов, сведем 
решение задачи к отысканию х в уравнении. 
х(х- 1) = 0,786 
ж--2 х2-- х— 0,786 = 0. 
Освободимся ет х?. Для этого положим х=у- т, где т 
есть постоянный параметр, который мы выберем так, чтобы уравне- 
ние не содержало квадрата неизвестного 


уз Зузт -Зут? | тз-|- 2 у2- 4ут-Р 2т? ут — 0,786 =0 
УЗ у? (Зт-- 2) у(3т-ат-- -Н(ез--2 т? т— 0,786) =0. 


Пусть Зт--2==0, т.-е. т = — г. и мы найдем 
уз Е у 0,360=0; уз — 0,333 у — 0,860 —0. 
у = 1,07 №№ по 
порядку. У 79 
Для’ разыскания 2 других кор- ы: 
й на 
ней напишем уравнение з | 2 ,. 
уз— 0,333 у— 0,860 _ 4 1,5 не 
у— 1,07 Е Б 1,1 = 
= уз- 1,07 у-- 0,811 —0. 8 1,07 0 
Й 1,06 — 
Это уравнение не имеет веще- 6 1.05 и. 
ственных корней. Для х получим ы т 
окончательно 1 0 сов 
х— 1.07 — 0,67 =0,4. —2 


Задача [. При условии совершенно заделанных краев предыду- 
щщая задача приводится к уравнению 


«(1+ == 0,0812. 


Найти х. 
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Задача „Г. Решить уравнение хб — 3х2 х — 1,18 = 0. 
Задача Ш. Решить уравнение х7 — Зх-| 9,87 == 0. 
Задоча ГУ. Решить уравнение х3 — 3,1 х2 | 4,2 х — 13,05 — 0. 
Метода Метода табличного подсчета. Так называют некоторые авторы 
ео ту же мегоду элементарного отделения корней, нов применении к тран- 
У—3. сцендентным уравнениям. Покажем ее применение на 2 примерах: 


Пример Г. Решить уравнение 5 — зих- 0,11 = 0. 


Заметим, что при х == 0 левая часть уравнения [обозначим ее 
РО больше нуля, а при х — 30° — ‚ (25) < 0. Так как У(х) есть 


функция непрерывная, то между 0° и 30° существует один или, 
вообще, нечетное число корней. 


и аа | | 
1 | 0 [И т 

2 10° 0,0872 0,1736 мы 

6 | 12° | 0109 0,2079 | т. 

7 1254 би 0,2215 — 

10 12549’ | 01118 0,2218 о 

9 | 12550 | 01120 0,2221 == 

8 | 12554 | 0,1125 0,2232 = 

5 | 13 0,1135 0,2250 = 

4 | 15 0,1309. | 0,2588 ыы 

} 3 | 20° 0,1746 0,3420 нЕ 


Решение располагают в виде таблицы. Порядок вычислений ука- 
зан в первом столбце. Остальное не требует пояснений. 

Ответ: х== 12549'. 

Найденное решение не единственно. В самом деле, 


г0)>0, /(5)<0, г®>0, 


следовательно, существует еще, по крайней мере, один корень между 
Е и <. Читателю предлагается вычислить этот корень и исследо- 
вать, все ли корни уравнения определены. 

Пример ИП. (Из Ргахз 4ег СМеквипреп, Килве). Пусть требуется 
найти х, определяемое уравнением 


х 1210 х = — 0,1450. 
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Очевидно, что, если ограничиваться х вещественным, мы должны 
взять х > 0, ибо 1х отрицательных чисел мнимы (не существуют, 
как говорят школьникн). Так как хх < 0, то №е5хс 0, т.-е. 
0<х< 1. При этом, как при х=0, таки при х=1, х1е0х=0. 
Для О< х<1, хх, очевидно, сначала возрастает (по абсолют- 
ной величине), достигает максимума, потом убывает. Нетрулно ви- 
деть, что максимум этот превышает по абсолютной величине — 0,145. 
В самом деле, при х = 0,5, 120 х = — 0,30103 их1е 5х = —0,15052, 
3, хШох=— 3 - 0,47712 =— 0,15904. 

Итак, х существует и лежит между 0 и 1. 

Таблица свидетельствует о суще- 
ствовании двух разных корней: 1) между 


аналогично при х— 


х хех 
0,2 и 0,3 и 2) между 0,5 и 0,6. 

Принимая за корни любые числа | ; 
между 0,2 и 0,3, с одной стороны, 0 0,0000 
и между 0,5 и 0,6 —с другой стороны, 0,1 — 0,1000 
мы найдем 2 корня заданного уравнения 0,2 — 0,1398 
с точностью до 0,1. Для повышения 0,3 — 0,1569 
точности до 0,01, мы должны составить 0,4 — 0,1592 
две новые таблицы для 0,5 — 0,1505 

0,6 — 0,1331 

0,21; 0,22;..... 0,25;... 0,30 о" Зы 

И 0,51; 0,52; ов. 0,60. 0,8 — 0,0775 
Задочи: 1) хе-* —зшх-- 0,15 ==0. о 
2) 2х вх 0,55—0. 10 0,0000 

3) 2х —= — 2с05х-Ех. 


Метода последовательных приближений Ньютона дает корень 
почти всякого уравнения (ограничения будут оговорены ниже) путем 
последовательного к нему приближения. 

Случай одного уравнения с одной неизвестной величиной. 

Пусть дано уравнение 


7%) =0, 


где } есть знак любой алгебраической или трансцендентной функции. 
Для решения уравнения применим следующий способ. Пусть х, есть 
некоторое число, — теореФически число это может быть вполне про- 
извольне, однако, практически удобнее выбирать его так, чтобы 
Ол) было возможно малым. Тогда можно надеяться, что искомый 
корень лежит не очень далеко от х;. Надежда эта может и не оправ- 
даться, однако, часто оправдывается. Итак, вообще говоря, дав х; 


Практика вычислений. 5 


Метода 
последова- 
тельных 
пряближе- 
ний. 
та 


У—4—6. 
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определенное значение, ставим задачу: определить число # так, 
чтобы (х, 1-й) было корнем заданного уравнения. Тогда 


` Леа -- В) ==0- 
Отсюда по НА Тэйлора 


Ред-Ел Л) + | по" в - ....=0. 


Мы не знаем величины Й, но если бы Й было чин малым, 
мы могли бы отбросить в этом ряду все члены, начиная с = вл" (х1) 
и написать приближенное равенство 


еко-Е ВУ бы) 0, или м, 


Назовем х, первым приближением искомого корня, х» вторым 
приближением. Составим затем третье приближение 


жа, 

затем четвертое приближение ; 
вЫ 12) 

ыы 


ит д Можно показать, что, за исключением случаев довольно ред- 
ких, изложенный процесс дает последовательность чисел 


о, №5... - А, -..- 


стремящихся к пределу, который и будет искомым корнем. 
Очевидно, что при этом 


7) 
(кд 
убывает и стремится к 0, по мере возрастания #. Откладывая дока- 
зательство до М/—4— в, решим несколько примеров. 

Пример Г. х3— 8х 1 =0==Х(х) 

32 —3==3 (5х2 — 1) =Х (>. 
` 
Пусть х, = 1,5, тогда 


1,58 — 3-15 1 3,375 — 451 __ 
ГЕ 


30,251 — 
—5 Ее = —=1.5-| 0,033 == 1,53, 


= — 


Х› = 1,5 — = = 1,5 — 
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вычисления сделаны помощью логарифмической линейки г 


№ 3,58 — 459 1 _ 0,01 __ ы 
жа 1,53 — Зо) = 153 - 405 == 1,53 0,0024 ^ 1,532; 


| —- 
ж 1.882 — ЗВ 1.532008 = 


— 1,532 + 0,0015 — 1,533. 


Поправка получается уже в четвертом знаке числа, — следова- 
тельно, дальнейшее вычисление помошью логарифмической линейки 
нецелесообразно. Два другие корня найдем путем элементарным 


хз— ЗА! __ вым 
—_— 1583 =. -- 1,533 0 === 0,65 0 
0,369 
х = — 0,756 - 1,125 —= 
—-- 1,881. 
Пример И. ИИ в—=0 —=7(*) 
О 2х == 


Пусть первое приближение х, = 1. 


— 1] и 
= = = 1-- 0,41 > 1,4. 

Нецелесообразно брать й с высокой точностью, ибо если по- 
правка измеряется десятыми, ошибка в дальнейших знаках не пред- 
ставляет никакого интереса. Между тем, вычисления усложняются 
без надобности. Итак, 


В и 
В 
= 1.52 р = 1,54 —%8= 1,54 — 0.01 — 1,53; 
ме и и 15-е — 1,532; 
с а Е В ЕН: ВА = 1,531. 


Дальнейшие вычисления потребовали бы более точного вычислитель- 
ного аппарата, чем логарифмическая линейка. 

Докажем теперь, в общей форме, что ноправки при известных 
предположениях убывают и стремятся к 0. 

Мы поведем доказательство геометрически. Пусть уравнение есть 


(= 0. 


Доказа- 
тельства. 


У—4— в. 
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Начертим вспомогательную кривую 


К 


ь 


Рис. 8. 


Пусть на чертеже изображен кусок этой кривой вблизи пересе- 
чения с осью ОХ, т.-е. вблизи корня уравнения. Пусть х, есть 
первое приближение. Провелем в точке кривой, с абсциссой = х!, 
касательную. Ее уравнение будет 


У— У () = Л (хх —х. 
Точка пересечения касательной с осью ОХ имеег абсциссой 


пов оч Л) 
2 1 р (=) › 
т.-е. как раз второе приближение. Построив касательную в точке 
кривой с абсциссой х› и взяв точку пересечения этой касательной 
с осью ОХ, найдем для ее абсциссы 
Л (х-) 


Ха а — (а) 


третье приближение и т. д. Если теперь взглянуть’ на чертеж, видно, 
что наши последовательные приближения действительно стремятся 
к искомому корню, если только х, взято было на той 
части кривой, которая вблизи пересечения сосью ОХ 
направлена к оси ОХ выпуклостью. 

Если бы мы взяли х’, на стороне кривой, где она обращена 
к оси ОХ вогнутостью, мы получили бы решение с тем же успехом, 
ибо уже х’» было бы на другой стороне кривой (см. черт. 8). 

Единственным случаем, который не даст решения, явится слу- 
чай, когда вблизи искомого корня окажется на кривой точка пере- 
гиба, притом такая, что кривая с обеих сторон от корня направлена 
к ОХ вогнутостью (сы. черт. 9). В этом случае метода, нами раз- 
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витая, не принесет пользы, ибо х!, хо,..... будут совершать коле- 
бания около корня, при чем эти колебания могут быть вовсе неза- 
тухающими. В остальных случаях процесс сходится и дает решение. 
Замечание 1. Строго го- ь 
воря, следовало бы в вышеизло- . 
женном изучить подробнее как 
условия для /(х), так и допусти- 
мую разность (х, —х). Мы не 
входим в эти детали, едва ли имею- о «Х 
щие практическое значение. 
Замечание П. Погрешность 
результата не зависит от ошибок Пе © 
промежуточных вычислений, кото- 
рые могут удлинить решение, но не могут привести к неверному ре- 
зультату. Это — весьма ценное свойство рассматриваемой методы. 
Замечание Ш. В изложенном шла речь исключительно о разъ- 
искании одного корня уравнения. Если нам нужны другие корни 
уравнения, мы должны проделать описанный процесс для всякого 
корня отдельно. Последнее обстоятельство представляет известные 
неудобства, ибо неизвестно, как выбирать первые приближения, 
чтобы исчерпать все корни. Очень полезно, если мы имеем дело 
с алгебраическими уравнениями, отделить предварительно корни 
одним из способов, излагаемых в высшей алгебре. Я не могу вхо- 
дить здесь в подробности касательно этих способов и отсылаю инте- 
ресующихся к специальным книгам по высшей алгебре. 
Задачи: 1) хе. х-- 0,145 —=0 (Випее). 
2) зпх — хсозх—=0 — (Випее). 
3) х5— 3х2 - 0,125 —=0. 
4) х: — 2 х-- 0,5 =0. 
5) хх Е х-1. 
Изложенная метода может быть приложена к системе уравне- 
ний. В самом деле, пусть заданы 2 уравнения 


2 (х, у) =0 
® (х, У) =0. 


Зададим первые приближения х1, у: и будем искать й; и А, так, 


чтобы 
э(ж-Е А, у! + А) =0 


6 А, 1 -- №1) =0 


Задачи. 
\У--4—г. 


Системы 
уравнений. 


У—4—лд. 
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или, что то же: 


№. 9: в 9 ые. 
Ф(хь У) - 1 5 (и, у) -Е " у (м, У) 


У (Хь УЕ 1 О уе 1 о ЗЕ. 


Разрешив последнюю систему относительно #;, А‚, найдем пер- 


вые поправки, после чего 
хам! #1 


У А! 


ит. д. Я не останавливаюсь на доказательстве сходимости методы 

для случая нескольких неизвестных. В большинстве случаев эта схо- 

димость видна сама собой, ибо Й и А убывают и стремятся к 0. 
Пример { (фон-Занден). х2-|- у? — 1 —=0 


д — у 0. 
Пусть х, = 0,9, у, = 0,5, тогда 
| 2 (1, У) =0,06 УЦ, 5) —=0,23. 


Поправки определятся системой уравнений 
0,06 | 1,8 #. -- А, =0 


ы 0,23 -- 2,43А: — А, =0 
4,23 — — 0.29 
° й, —=—_ 0,068 ^^ — 0,07; А, —--0,06; х, = 0,83; у, = 0,56. 
Вторые поправки определятся системой 
1,66 и. + 1,12 А›-| 0,0025 —0 
2,071, —1 ‚00, 0,0118 —=0 
р — — 0,00397, ^. = - 0,00364 
х: == 0,826 уз = 0,564 
ит. д. 
По этому же образцу нетрудно обобщить способ на любое 
число неизвестных. Мы предлагаем читателю сделать вывод. 
Способ ите- Способ итерации можно рассматривать как обобщение только- 


рации. что изложенного способа последовательных приближений. Слово 
У— 5 — а. „итерация“ значит „повторение“. Способ же заключается в том, 
что искомое неизвестное ищется путем повторения одной и той же 
элементарной операции над последовательными приближениями этой 
неизвестной, при чем первое приближение ишется, как всегда, скорее 

интуицией вычислителя, чем по правилам. 


к Е Е Е ыы яв 
Способ итерации. 7 


В общем своем виде способ этот не имеет очень обширной 
области применения. Однако, есть одна задача, которая без этого 
способа, вероятно, не может быть решена элементарно — задача 
обращения рядов. Чтобы подготовить читателя к этой задаче, 
сначала будет изложена метода Ньютона для извлечения корней 
квадратных из чисел, затем решение уравнений высших степеней 
и только затем обращение рядов. 

Я надеюсь, что, если читателю даже никогда не придется при- 
менять способ Ньютона к извлечению корней, то знакомство с этимй 
остроумными формулами доставит ему удовольствие, и он не пожа- 
леет времени, потраченного на прочтение соответствующей страницы 
книги. 

Идея этого способа была формулирована некоторыми современ - 
никами Ньютона еще в ХУИП веке. 

Ньютону принадлежит следующее правило вычисления корней 
квадратных из чисел. * 

Чтобы извлечь корень квадратный из числа №, 
надо выбрать близкое к нему число хо и составить 


затем 
1 


м 1 м 
> ===. =! 
о а Н»}. затем х- 5 (= | =) итд. 
Повторяя эту операцию, мы получим ряд чисел 


Хх, Хо, хз . . стремящихся к искомому корню (доказа- 
тельство в конце этого параграфа). 


1 — 


Пример /. Пусть № == 10, х, =3, тогда 


Жо (+3) =3,16, 
1 10 3,16 + 3,166 
== (виб- ав) =" —= 3.163, 
нау” т а 
ж= (3,163 -- лез) А 816 3,162, 


ит. д. 
Пример //. Пусль №М=25, х=3 


В 95\ _ 31883 

= (-3)== = 5,66 
25 10,08 
56 к) === 5.04 


1 

=2( 

| 5.04-- 4.96 = 
т и г 5.00 

1 

2 ( 


Решение 
уравнений 
помощью 
итерации. 


У—5— в. 
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Для доказательства правила Ньютона, решим уравнение х“ — №==0 
по способу последовательных приближений. Тогда 


= М Р<)=2х. 


ный О ал Е М м Абди ТГ № 
к тара че м) 
1 м 
8—9 (= я. 


И С 

Метода всегда дает решение, ибо парабола у = х2 — М не имеет 
точек перегиба. 

Совершенно иное, в высшей степени остроумное, вполне элемен- 
тарное, но несколько громоздкое, доказательство читатель найдет 
в выше цитированной книге Уайттейкера (\/акКег, Са]сисиз оЁ 
ОБзегуаНопз, 1924, Гоп4оп). 

Применим итерацию к решению некоторых алгебраических 
уравнений высших степеней. Пусть задано уравнение 


х8З— 5х 0.1 =0 
Разрешим его относительно х в первой степени 


= г ЗВ - — 0,021 0,2 3 


В правую часть входит только свободный член, в виде малой 
дроби, и третья степень х; следовательно, когда х есть малая дробь, 
правая часть уравнения, с изменением х, будет медленно меняться, 
оставаясь близкой к 0. 

Пусть первое приближение х! = 0,1. Тогда 

х. — 0,02-- 0,0002 —= 0,0202 
х. = 0,02 1! 0,0000016 — 0,0200016 


х. = 0.02 -- 0.0000016 = 0,0200016 
-6 
Очевидно, что х может быть принят с точностью до 2.10 рав- 


ным 0,02. Поверка дает 
0,000008 — 0,1-0,1 =0,000008 — 0. 
Возьмем более сложный пример. | 
Пример Ш. х-— 2х8 — | х-- 0,3 =0 
х— — 0,3 м? — 2 — х5. 
Пусть х: =0,1, тогда 


х, —— 0,3 + 0,01 —0,002 — 0,00001 = — 0,30201 -- 0,01 = 
—_ 0,29201 —— 0,3 
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х =—0,3— 0,09-! 0,054 2 0,00243 = — 0,3-Ё 0,146 = — 0,15 
х. =- 0,3 0,0225 0,0067--...—=—0,3 -- 0,0292 == — 0,27 
х —=—0,3-1 0,0731 0,04 — —0,3- 0,11 =--0,19 =— 0,2 

х‹ —=—-0,3-10,04-- 0,016 —=—-0,3 + 0,06 =—-0,24 


—— 0,3-10,0576 0,0270 —=—-0,3- 0,08 =—0,22 
х;. =—0,3-- 0,0484 | 0,02 —-—0,3-- 0,07 —=— 0,23 

—— 0,3 0,058-- 0,024 —— 0,31 0,077 =—0,223 
хи=— 0,3 0,0497 4 0,022 — — 0,3 - 0,072 == —0,228 
хи —=—0,3-- 0,052 -1-0,023 —=— 0,31 0,075 =— 0,225 
хз=— 0,3 0,051 -- 0,022 = —0,3-- 0,073 = — 0,227. 


Один корень уравнения найден с точностью до двух тысячных. 
Однако, легко видеть, что если бы в приведенных примерах свобод- 
ный член уравнения был сколько-нибудь велик, применение рассма- 
триваемой методы стало бы затруднительным, а очень часто и не- 
возможным. 
Перейдем к задаче об обращении степенных рядов. 
Возможны 2 постановки этой задачи: общая задача и численное Обращение 
ее решение. РЯДОВ. 
Общая задача заключается в следующем: дан ряд УВ 


Ум -ах-ах-.... 
ли К 


выражающий ту же зависимость. |. 
Для некоторых элементарных функций такое обрашение делается 
легко. Например: 


Найти ряд 


х 2 хз е 
0 у=1-Ё ] -- те -|- а, РА 
Тогла х = у и, значит, 


о ПЕ 


# 1 2 3 


х 


3 25 : 
2) У= фз -- 51 —: - - == ПХ. 
Тогда х == агсяш у 
24 1-у? ЕС 
але 


Олнако, в общем виде эта задача требует довольно тонких ма- 
тематических рассуждений и весьма громоздких вычислений. 


Ы—М—ж—ЖжЖ Ш 
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Поэтому в приложениях ограничиваются численным обраще- 
нием рядов, т.-е. дают у разные — нужные на практике — значения 
и вычисляют соответствующие значения х. 

В этой постановке задача настолько проста, что иногда даже 
решение трансцендентного уравнения, заданного в конечном виде, 
сводят на обращение рядов. 


Пример. (Рунге.) Пусть, например, у— хе”, и требуется найти х, 
при коем у=- 0,1. 
Очевидно 
5 2 58? \ № в р 
ух (1 Е ВЫ 
Будем считать написанное равенство за уравнение бесконечно вы- 


сокой степени в х и поступим с ним, как в вышепривеленных 
примерах 


2 хз х4 
т А НСТ Ч 
Примем первое приближение 
х1 — 0,1. 
Тогда 
— от 0.01 __ 0,001 _ 0.0001 - 
о в 7 ижвмеЕ а 
— 0,1 — 0,01 — 0,0005 — ...- 0,09 
а - о 0.0915 
р х, — 0,09124 
х. == 0,09129 
Хх = 0,09198. 


При вычислении дальнейших приближений пятый знак уже не 
меняется. Следовательно, корень найден с точностью до 0.00001. ` 

Найденный результат можно бы получить и иным применением 
того же принципа. Пусть уравнение перепишется так 


э Ба 5 
хх (—у- Е > ке о 
А ра 
х=— 08 ов Ш од 
Пусть у=0,1 и х, —=0,1. Тогда 


х. = — 0,5 50,25 -|- 0,1 —0,0005—...—=-— 0,5 0,3495 
— 6510591 —| 0.091 


1.091 
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ж=—0,5--И 0,35 — 0,00036 —= — 0,5 + И 0,3496 — 


—— 0,5 0,591 
ИТ. д. 
Более высокой точности помощью линейки не добиться. 


Задачи: 1) у=х зт х. Найти х для у=0,2; 03; 0,5. 
Ответ: х— 0,455; 0,563; 0,742. 


2) ух Найти х для у=0,95. Ответ: х== 0,406. 
Методой Греффе (Огаейе) называют способ решения алге- Ме 
браических уравнений, который, при не слишком громоздких вы- в - 


числениях, позволяет найти все корни алгебраического уравнения 
любой степени, притом не только вещественные, но и комплексные- 
Последнее обстоятельство представляется часто весьма ценным; 
например, исследование малых колебаний приводит к линейному 
дифференциальному уравнению с постоянными коэффициентами. 
Интеграция последнего уравнения приводит к разысканию корней 
некоторого алгебраического уравнения, притом, как раз, мнимые 
корни последнего дают случаи колебаний. Здесь не место входить 
в подробности механического и физического свойства, вследствие 
чего мы и перейдем, собственно, к изложению методы. 

Замечу еще, что ее называют именем Греффе только в силу 
установившейся традипии, ибо в действительности первым, кто при- 
менил идею этой методы к решению уравнений, был РапаеЙп в Па- 
риже (1826 г.); вторым Лобачевский в Казани (1834) и только 
третьим СтаеНе (Цюрих, 1837). Все эти лица могут считаться авто- 
рами методы, ибо, повидимому, все трое пришли к ней самостоя- 
тельно. 

Метода заключается в следующем. 

Случай 1. Уравнение вовсе не имеет мнимых корней. Ве- ки 
щественные же его корни различны. Общность различностью у 6—6. 
корней не ограничивается, ибо кратные корни могут быть всегда за- 
ранее устранены приемами $8 У— 1 —а, 6. 

Расположим абсолютные величины корней в убывающем порядке, 

и пусть они будут 


Ре | а | | | = ре В бо с О 


Тогда левая часть уравнения 


х тех а. х-на,=0, ... . (2) 
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может быть переписана в виде 
(хх) Их)... им =о..... (3) 
Раскрыв скобки, получим 


х"— (хх. . а Е биж- жхз-.. в, х,) х 
{= №... а: 


и 


Составим новое вспомогательное уравнение, которое имело бы кор- 
нями отрицательные числа, по абсолютной величине, равные квад- 
ратам корней данного уравнения. Очевидно, это вспомогательное 
уравнение будет иметь вид: 


Ех) +... +2 =0...... 0) 


Мы можем составить уравнение (5) и не зная чисел х\м-.. х.. 
В самом деле, напищем уравнение, которого все корни имеют обрат- 
ные по отношению к нашему уравнению знаки. Тогда из (3) по- 
лучим 

(хех (их)... + х-0,.... - (6) 

а из (4) получим 
д "— п— 
Аж. хх ож жж -.. ххх "+ 


и: . (7) 


Уравнение (7) отличается от заданного уравнения (2) только 
знаками у членов нечетного порядка, если п число четное, иу чле- 
нов четного порядка, если п число нечетное. Следовательно, урав- 
нение (7) может быть составлено помощью (2) сразу. Например, 


залано уравнение 
8 — ЗЕ Х—-2 = 0: 


Уравнение с корнями равными по абсолютной величине и противо- 
положными по знаку будет 


8—3 2—0 или Зе х--2=0. 
Перемножив (3) и (6), мы получим 
(и — м) (м — м) и: (2—2) =0. РТ (5) 


Заменив теперь х? на & и сделав все корни отрицательными, 
р 


(521) С РА м0 


получим 


Вещественные корни. и 


Переходя теперь к старому обозначению неизвестной, напишем 
уравнение р ы ы 
а, 


которое и есть искомое. 

Описанный процесс может быть проделан и над полиномами, 
не разложенными на множители. Положим для определенности п чис- 
лом четным. Перемножим заданное уравнение | 


И... пита, =0 


—И 
ха... — @,1х-Ра, =0. 
В результате получим 


2 2п-1 8 = р 
ха ах" а. м) х” +... а=0. 

® 
Очевидно, в силу уравнения (8), что в последнем уравненин 


совершенно отсутствуют члены в нечетной степени относительно х. 
Заменив х? на х и переменив знаки у членов с нечетным показа- 
телем степени, получим уравнение 


а о 


корни которого отрицательны и по абсолютной величине равны 
квадратам корней заданного уравнения. 

Повторив ту же операцию, мы придем к уравнению, корни 
которого суть по абсолютной величине квадраты корней уравнения 
(9), значит четвертые степени корней исходного уравнения. Затем 
составим уравнение восьмых, шестнадцатых и т. д. степеней корней 
заданного уравнения. 

Этот процесс явится полезным по следующим причинам: пусть 
ряд абсолютных величин корней заданного и преобразованного урав- 
нения, расположенных в убывающем порядке, есть 


Е ме | 
аа" дно 


Докажем, что в последнем ряду числа убывают с быстротой 
гораздо большей, чем в первом. В самом деле, пусть взяты 2 поло- 


58 
жительных числа х, и х2. Их отношение ы:. пусть будет >> 1. 
2 
Тогда 
е | 1 | 
>! — 
хо | х ] 


Примеры. 
У—6—в.. 
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и вообще 
ЗЕ 2—1 
х Хх 
5 1 Аз 
_ Е 5—1 т — х. 
Хэ о ы 
х г 
Отношение | '| может быть сделано даже сколь угодно боль- 


о | 
шим. Поэтому, при достаточно болыном А, в пределах взятой 
точности можно считать 


Е эй ОЕ ок 
жом, - 


т.-е. сумма (п— 1} отбрасываемых слагаемых практически равна 
нулю. Ниже будет показано, как, не зная корней, можно определить 


наименьшее число А, при коем в написанной сумме можно пренебречь 
п 


о = Пока заметим, что когда такое А достигнуто, нами № 
> 

Е 

дена с некоторой нам известной точностью 2^-ая степень наиболь- 

щего по абсолютной величине корня заданного уравнения. 
Извлекая из полученного числа корень степени р найдем — сточ- 

ностью до знака — наибольший по абсолютной величине корень 

уравнения. Полставляя оба полученных числа (положительное 


и отрицательное} в уравнение, определим знак корня. Для разъ- 
Т.М р? 


я 


искания второго корня предположим, что в сумме > и к. 

ьг 
можно пренебречь (с точностью до заданного знака) всеми членами, 
кроме первого, и тогда, если обозначить коэффициенты уравнения 
3*-ых степеней через А; 


я 
и далее —^. и: 
А, Ап-1 й 


Извлекаем корень степени 2^, подставляем в заданное урав- 
нение, чтобы определить знак, и мы имеем все п корней заданного 
алгебраического уравнения. р 

Определение числа А, на котором можно прервать преобразование 
данного уравнения, я покажу на практике на примере. 

Пусть ищутся корни уравнения 3-Й степени 


3 — 2 —5х--6=0 


Пример взят для начала почти очевидный. Дальше пойдут примеры, 
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элементарно не решаемые. Подготовим сначала формулы в общем 


виде: 
жал ах-ф- аз =0 


хз — ам ах — @аз=0 


8-Е 2а» | 4 -- а | * —@&=0 
—8 — 22а. | 


и обозначения неизвестной 
2 2 2 
| жа, ге: 
— а: аз 


или по перемене знаков 


ага, 


— 245" 


Формула упростилась бы, если бы а. -==1. К такому виду не- 
трудно привести заданное уравнение. В самом деле пусть задано 
3 


уравнение хз-|- а, х?-|- ах -Е аз==0. Положим х=у Уа.. 
Тогда заданное уравнение перепишется 
о т 
Уаз а У и а ау аз Га. =0 


Тогда, полагая за исходное уравнение х? -{- 6, х*-|- 6х -- 1 ==0, мы 


получим для преобразованного 
оо Я |и-Ей уе. 
— 265 р 26, 


Применив общую формулу к нашему уравнению, найдем 


т 3 < 
Иб Уз6 
ше. 
УЗ — 1,19? — 1,515, + 1==0. 


Уравнение минус квадратов корней данного уравнения есть 


У-НЬ21 | у--2,295 | у-1=0 
3,03 2,200 | 


У8-- 4,24 | 4,495х- 1—0. 


. По этой же форме строится уравнение 4-х, 8-х и т. д. сте- 
пеней корней заданного уравнения. Я расположу результат, как то 


обычно делают, в виде таблицы. 
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а 1 Е 515 1 
1,21 2,295 
о 4.24 4,49 1 
3,03 2.200 : 
18,0 20,2 
ы в о 11.72 | 1 
81,10 137,2 
8 а 57,66 м 119.18 1 
3320 14200 
16 1 т 3098 | т 14085 | 1 
и. | ле ы 
9600 - 103 3. 1985. 10° 
32 1 | — 28. 103 9572 . 10 | 1985 - 10? 1 
| 915-109 394. 108 
64 1 915 - 10 394.104 1 1 


[идкооддии_и_и_Й_Й__Й_——Щ О шиЫИЫ— око 


Член 26. исчезающе мал (в пределах взятой точности) по срав- 
2 р 
нению с #1, член 26, исчезающе мал по сравнению с 22. Это 
значит, что мы достигли уравнения, в котором можно положигь 


[#2 АУ. б.у. Г 2 у14у 264 у 61 Е (1) 


В самом деле, пусть коэффициенты при А == 32 будут 3, В, 3, 
коэффициенты при А = 64 будут 61, 65, 6.. Тогда 


В: == у182 -[ у23? | уз8°; 6: — 61 у264 | уз64. т . 2) 


8, — у182уо32 -|- 13232 | узЗ2узз2; 6» — узду» 6 —- узблузб —- узбйу, ва, 


Знаки везде -, ибо все корни уравнений отрицательны. 
Согласно общим формулам 


в: = В," — 28 = 2В..... . (3) 
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Займемся сначала первым из этих 2 равенств. Если оказалось, 
что о то 


6, —В,?) — 28, = 2 (132.32 1 у,32у,22 | у,12у, 32) Заё,,. . (4) 


и 


где = есть относительная погрешность наших вычислений, т.-е. 
в нашем примере, где все вычисления сделаны на логарифмической 
линейке, = — 0,001. 

Из полученного неравенства следуют 3 неравенства: 


Ут" РО в 132332 <. 5, У уз 1 2, РИ (5) 


/ 


откуда 
Ь в в 
32 = Н2 } 
5 < у»: 3 Рун Не: . (6) 
С другой стороны 
ВР — ув [ув у, 61 тои . (7) 


Очевидно, что 
к В =2 р? = р 2 @ 
Е - у Е. —=5 у а (8) 


` 


но так как у,б' >> у >> у,64, найдем 


В; < З\у 1, или 2<3.. м. 29) 
1 


Значиг 


т.-е. лежит далеко за пределами погрешности вычислений. 


Итак, положив у:б12”6, мы сделаем относительную ошибку 
64 


3 а — 
<. ?®,, есь и может быть найдено с относительной по- 


грешностью < - т.-е. с точностью вполне удовлетворительной. 


3 
1288 

Докажем теперь, что уу.“ СВ, Мы располагаем для этого 
следующими данными: 


== у1бу>64 -|- уу. у. Ту! 
28. —2 (у, А+ 132 ру 332) < =б, 


/ 


Доказать, что 


Практика вычислений. 6 


ЕЕ ЕО ООО ЗОО ОВОС ООО 
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значит доказать, что 
улб1у. 64 —{ уу 64 < эму ва, 


или, что то же, 


2) | ИИ к т 
о 
Из неравенств (6), пользуясь равенством 
% в уе у 
мы получим 
зо = зе 50 = 39 
уз? = 21", уе = 21, та а о (13) 
откуда следует, что 
(>) — =2 14 
тя ось 09 


Для доказательства необходимости неравенства (12) остается по- 


казать, что 
Уз 64 
(9) < о в. 


Это доказательство может быть проведено следующим образом. 
На основании системы (11) напищем: 


22 38 -у у232 —- уз8? < 5 (5 у: 61,64 уу, Е У 264.64 ‚б (16) 
Разделим обе части неравенства на у/3°. 
Е $ г во ь но о усе р 
те (7 | ы (#} <3 (о 533. узла Руна, 32 . уз? +. (17) 


В силу равенства у, У5уз ==1, получим 


о о 


В силу (13) левая часть близка к 1. Значит 
33 64.04 
ВН +. . и. та 


Левая часть (19) есть большое число порядка 2 - 10”, где и на прак- 
тике не меньше 3 или 4. Правая часть содержит 3 слагаемых, из ко- 
торых два последних суть правильные дроби. В самом деле, 


‘у 82 
Уз © 2, значит (2) и. 
С другой стороны в 


У1У2У: =1, значит у; > 1, уу < 1 


5 ) 
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(*}“>=.. ых 2100) 


что и доказывает неравенство (12). 

Итак, когда коэффициенты уравнения 2Ё степеней корней суть, 
8 пределах точности вычислений, квадраты соответствующих 
коэффициентов уравнения 2№—1-ых степеней корней, можно счи- 
тать, что в пределах погрешности вычислений 


т 2 р = = 5 де 5 РЕ 28 
1 У! › 27” У!" У2", бЕУр“ У2° Уз. 


/ 


Аналогичная теорема верна и для уравнений степени выше 3-Й 
Не останавливаясь на доказательстве этой теоремы для ур-ний любой 
степени, мы вернемся к оставленному только-что примеру: 


В: 9150: 100 бу 68 ут 

64 |©у, = 13,9614 64 12у.—=2,6308 —|64 ву, — 17,4045 
12, —= 0,2181 12 у› = 0,0411 12 уз = 1,7407 

у: = 1,652 у = 1,1 уз = 0,55 


|= 1,652-1,818 = 3. | |х5| == 1,1-1,818 —=2. | хз =0,55- 1,818=1. 


Подставляя в заданное уравнение |- 1, —1,-|-2,—2, {+ 3,— 3’ 
убедимся, что 1, —2 и - 3 суть корни заданного нам уравнения. 

Разовьем аналогичные выкладки применительно к уравнению 4-й У —6-- в.. 
степени. 

Пусть задано уравнение х“-| а,хз- 4-х? -- азх-- аи == 0. 
Переменим знак у хи получим: 


хм — ах ам? — ах фа, =0. 


Перемножим 2 эти уравнения. Получим: 


х-- — а? | ха? х-Р — а.2 | № а,? = 0. 
2а5 2а 2а-а 
2 4 24: 
— 2а:а3 


—__ А Аы————/!/—ЗА—АА/С/—”—’'Ч——А/А/——/— 
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Заменив х? через х и переменив знак у х, получим: 


ж--а,?| хз-р а>? ж--а? |х-фа?=0. 
—- 2а> 24: — 2а.а, 
— 2а1аз 


Преобразовав заданное уравнение к форме, при коей ЕВЕ ||, 
что можно сделать как и в уравнении 3-Й степени, найдем: 


хр а, хз-- ах | ах + 1=0 


и 
ж--а1?| хз а? ха; | хр 1=0. 
— 24. — 21а --2а. 
2 | 
Зададимся конкретной задачей. Пусть ищутся корни уравнения 
х4 — 14,3х3 {| 59,6х2 — 62,5х -—— 15 — 0. 
4 
Положим х —= УИ 15 и мы получим для у уравнение 
у4 — 7,26уз —- 15,37у? — 8,20у —1-=0. 
Расположим его последовательные преобразования сразу в таблицу 
(см. стр. 85). 


Подставив в заданное уравнение 7,5; №5; +2,0; + 0,2, 
убедимся, что корнями уравнения являются 


р = 7,5; 5; |2; — 0,2. 


Метода Греффе дала: 


х, с погрешностью равной . . 0,0%/0 
ре в. с м в 0:50 
а р: а. В5ДЮ 
о о, ИН. 100 


Замечание. Очевидно, что способ Греффе ведет к цели тем 
быстрее, чем более различаются между собой корни. Наоборот, при 
корнях равных или близких, она менее удобна в применении. Такие 
корни следует устранять заранее одной из описанных метод. 

Примеры. Нередки случаи, когда точность логарифмической линейки — 

У—6б—г. 3 десятичных знака — недостаточна или вычислитель не может поль- 
зоваться линейкой. Тогда вычисляют последовательные ряды коэффи- 
циентов уравнений и самые корни помощью 5-ти и 7-значных 
логарифмических таблиц. 


— ди 


Ко 
г 20 4610 № 00 = 264 = Обр Е 
5001 = *& б00Т = И 086'5 = 5“ 94 = 
12001 = 
- = 6666'0 — = 48 [800'0 = 481 120$'0 = 8481 9188 = м 
$140'$9 — =? +9 $129'0 == 481 +9 8508'45 = 5/81 $9 9186'0 = “81 
ов0Т `` 9696 У = 9901 — И - 969 = "01" 6991 — си 6=м8 
- 5 Е ОТ 99 = ор те® 8615'/е = “81 +9 
Че -— т > т а п 
| о90Т - 6508 оз0Т * 960Т эвОТ - 6991 | т | 29 
В и - о ча та 
т» НВ И з р 
ы | кт : 969 «01-0968 | от 540 М, [т | 68 
г = Ш | ие ЗВ 
з о. о 510Т-8 . 50т- 0ет — 
Е Т 201: $60242 ОТ? 1016 гот: 60/6 э0Т * 0505 э0т : 0/ТС | | ЭТ 
Е к р М ры 
= м о. Те — 066/11 — | 
т «ОТ 8/8 | «от: 96/ От: 509 069+ Е т |8 
055 т б 085 — | 
1 | 0286 968 119 — Ча . ГР 
0096 +8 
Е м = сша. Л 
т 86'/6 206 сп : а | 05 1108 — оо 
5:19 992 | Ио 
81 АЕ _Е'Т | 954 — - Ада 1 
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Вычисления располагают следующим образом. Пусть дано урав- 


нение : 
хз — 10,9х* — 13,28 х-- 23,18 =0. 


Ра 


Заменим х подстановкой 
= р 2318 
их ВУИ 23,18 =1ву 0,4550 
—7.95] я 


р. 18 — 109/25 18% уз — 13 28/28 18| 23,18 —0 
уз — 3,823 у’ —. 1,638 у-- 1==0. 


Дальше см. таблицу на стр. 87. 

Вычисления сделаны помощью 4-значиых таблип логарифмов. 
Совершенно также располагаются вычисления при употреблении 5-ти 
или 7-значных таблиц. 


Задачи: 
1) х5 — 6,1х* — 122,53 -- 594,7 х2 + 1863,9х.— 2381 == 0. 
Ответ: 111; —10; +7; —3; + 1. 


2) х1 + 63х3— 8110х2 - 276000х + 8100000 = 0. 
Ответ: — 108; +75; — 50; + 20. 


3) хз + 0,08х2 — 0,0043х — 0,00011 = 0. 
Ответ: — 0,11; - 0,05; — 0,02. 


и Случай комплексных корней, выше исключенный, должен быть 
Модули. разобран особо, ибо представляет известные теоретические и практи- 
\—6 д. ческие отличия. Способ Греффе решает задачу и в этом случае, и 

позволяет найти все мнимые корни уравнения. В настоящем параграфе 
будет дан прием вычисления модулей комплексных корней, в слелующем 
мы займемся аргументами. 
Предположим сначала, что уравнение имеет только одну пару 
мнимых корней. Обозначим их 
9 (с05 5 +- #512) и 9(с052 — #919). 
Пусть 
В а 
Необходимо подчеркнуть, что в настоящем параграфе рассматри- 
вается лишь случай, когда 9 не равно ни одному из |х1. Случай, 
когда 9 может равняться одному из (хр, будет рассмотрен 0с06бо- 
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= 
ИаОНРТОГОЙ ЭГО 
1+ = 0666°0 2 =х ` 
9666'1 = 8 
ЧРНОТ = 999$ 0 — = 48 | 
| 


ЗОО — АЗС 


9961 — = 8х 
ИЯЗОНРЗОГОЦ ЭКОН 
©6'т - = “х 
$165°0 = °^8| 
$968°Т = 88910 —- = 548] 
обусо — = СВО = "АВЕ 


АА. 
ИЯЗОНеЗОШОй 91201 ИРИ 
18 = 
$21011 = 0665'0 -- $619°9 = "581 
9619°0 = “81 


$/18'61 = 8158 


т | ОТ: 0918 | 
$91991 = 98646 618'61 = 9806'°6°5 |1 (6 
Рат — 
зот. 661 ОТ. 1661 50Т: 6018 
9165'/ = 8979 -6 9806'6 = 579645 | 1 91 
И. == ше в —= #5 — 
| УР 08 — в 06006 09106 = 2 
| 10/8 = 90681 -5 0996 = 9/55 | 1 8 
р ВО — 06 = ‹ 20 — — Е 
| 604 1901 = _ 1025 55 
2850'5 = 10.6 6309*© = 95961-56 = $ 1 у 
: 9494 = \%— 8 = 6 — 
$850 = 601005 = 86 | . ЗР9ТТ = 7589'0 5 = 90 |1 
р т 8291 — | #28 — г 2 
а ЖЕ. в га р р И 2” 


72) 2) | 
УВВ ОВВОЖООСОВС ООС АС СООО ОВОС ОТОС ССС СОСО С ВАСЯ ССОО ССВ ССС 


— 


о И 


— 
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После одного из описанных выше преобразований уравнений, мы 
получим корни уравнений 
2 ВЯ ы а 
— №2, -- 92 (50$ 29 + [т 25), — 9? (с0$ 22 — [5т 25), 
Е 2 
—ж.., №. 
После второго преобразования уравнений, корни примут вид 
— и, — 91 (с05 4 -|- 15149), — 41 (с0$ 4е — {т 4%), 
— 41... — ХА 
и вообще, если 71 == 2*, где А == целому числу = номеру преобразо- 
вания, имеем корни 
—:”", — 9" (со то - Е5т 112), — 4” (с0$ то — 151 м2), 
—мт,.... — хит. 
Коэффициенты уравнений суть 
А = м” + 29” с0$ то + м” +... + хит 
Аз — 2 мт” соз тф + мт .... 
А. 10% - ее 
А; = А —- ... 
АА О 
Очевидно, что, прилагая к ряду (1) рассуждения, которые мы 
прилагали раньше к ряду абсолютных значений корня, мы убедимся, 
что, при достаточно болыном А, суммы, определяющие Д!, Д....., 


могут быть, без ошибки в пределах взятой точности, заменены их 
первыми членами. 
д 
Ав— жтаРт 
— 
ох,” 


о 


Что же касается до числа А, (заметим, что номер-его совпадает 
с номером модуля комплексного корня в ряду абсолютных величин 
корней), то о величине его первого члена ничего нельзя сказать, 
ибо с0$ 2®р может принимать любые значения между —1 и |1. 
Поэтому, тогда как другие коэффициенты уравнений всегда растут 
во время вычислений и остаются все время положительными, Аз мо- 
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жет увеличиваться, уменышаться и даже менять знак. Так как в слу- 
чае отсутствия мнимых корней, коэффициенты могут только расти, 
сохраняя положительность, то и обратно колебание величины или 
изменения, знака у одного из коэффициентов есть признак на- 
личия комплексных корней данного уравнения. 

Легко видеть, что при наличии одного такого колеблющегося 
или меняющего свой знак коэффициента, мы найдем модуль ком- 
плексных корней по уравнению 


а 2т ры Аз 
ть р й == ы 


Очевидно, что, если бы уравнение допускало несколько пар ком- 
плексных корней, модули всех их могли бы быть найдены анало- 
гично. Возьмем две пары е модулями 91 и 45, удовлетворяющими 
условию 

№: |-> 9; > [м > 9 > ее >, 


Замечание. Подчеркиваем, что 91, 92 не равны ни между 
собой, ни какому бы то ни было 4. Случай мнимых корней, мо- 
дули которых равны между собой или абсолютным величинам веще- 
ственных корней, будет рассмотрен ниже. 

После А-го преобразования получим уравнение с коэффициентами 
Аь определенными следующими равенствами, где 7 — 2%, 

А; — ж” + 241” с0$ тр, -- хат + 295” с0$ терь хз” Н.Н хт 
Аз— 27” с0$ те, --.... 

А. 2 + ги ` 

Аа — 1" 912тх." -|-... 

А; = 2х1" 412" х4 тот 60$ то. р... 

А; — жтартх,та,2т -- км 

А; =. 


Очевидно, что 


А. 2т А 
9-?т — ыя. и 9:= и ЕВ 
4 Й 


На первый взгляд кажется, что иначе будет, если модули ком- 
плексных корней 9; и 9» окажутся рядом ‘в цепи вышенаписанных 
неравенств. Однако, и здесь вычисления несложны. 

Пусть 

о а Е 


Случай 
равных мо- 
дулей. 


У—6—е. 
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После преобразований получим 
А, = 291” с0$ те: —- 245” со$ пир... хит 
ИБ — а = ве: 
Аз = 2912745 с0$ та... 


И”... 
Ав == 912"... 


Очевидно, что ® 
о у 
де” = Аз или 91 = А» 


+ 


А 2т /9 д 
о а + 
ты 45 = ИЕ у 


Из разобранных примеров видно, что место модуля комплекс- 
ного корня в ряду абсолютных величин корней существенного зна- 
чения для методы не имеет: номер колеблющегося коэффициента 
всегда совпадает с номером модуля мнимого корня в ряду абсолют- 
ных величин корней. Если уравнение имеет больше одной пары 
мнимых корней, каждый модуль занимает 2 номера в ряду абсолют- 
ных величин. Напр., в последнем примере колеблются А; и Аз со- 
ответственно 41 и 9>. Модули же ищутся по сохраняющим знак и 
‘растущим коэффициентам А и Д.. 

Обратимся теперь к исключенному выше случаю, когда модули 
некоторых мнимых корней равны между собой (при разных аргумен- 
тах) или равны абсолютным величинам некоторых из вещественных 
корней. Описанный выше процесс, очевидно, не приведет к ре- 
зультату. 

Не останавливаясь на общем буквенном исследовании этого слу- 
чая, я ограничусь лишь: 

1) указанием преобразования, которое сволит этот случай к рас- 
смотренному в предыдущем параграфе, 

2) примером уравнения с численными коэффициентами, который 
покажет, как по виду уравнения судить о необходимости подобного 
преобразования. 

Пусть уравнение содержит вещественный корень х! —=а и две 
пары мнимых сопряженных ые 


Хх. ==а (с05 2 {5т 95) и х, =а(с0$% -- 15щ%). 
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Заменим х подстановкой 
Х—=У- В, 


где 2 есть некоторый параметр, о выборе которого будет сказано 
ниже. 
Тогда всякий вещественный корень х; заменится вещественным же 
корнем у, значит, вместо х, = получим уу = а— 6. 
В то же время 
. уз —= — Ва со -- а&зтФ 


\, = — В-|-@с05+-- 073%. 


Модули двух пар мнимых корней равны соответственно 


9:= (С-В --ас0$ $) 2 зо — И В — 2460$ е-- а? 


94 =И 62— 2а6 соз® ат, 
Е. 


92-9: Е [а —6. 


Число мнимых корней с равными модулями может быть и больше 2. 
Преобразование х = у -|- в всегда преобразует наше уравнение к обыч- 
ному виду. 


Составим теперь пример подобного уравнения. 
Пример. Пусть корнями будут 


хи == 1 (08 459 + #455) 2 (1-50 
Хз = 1 (с0$ 30° Е 5т 305) 3 +1. 


Тогда уравнение есть % 


А 


(ХИП (2 —хИЗ-+1=0 


ИЛИ 


или, наконец, 


хи — *(И2-РУЗ)- (2-4 И 6) —х(2 НИЗ 1=0. 


Вычислим приближенно коэффициенты и мы получим 


Хх“ — 3,146 хз -|- 4,45 х2 — 3,146 х{+1=0. 


Е 
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Применим способ Греффе. 


@4 
! Е” 
| 
1 1 3,146 4,45 — 3146 | 1 
9,90 19,80 
2 оо ПО > 1,00 1 
2 
| | | 
А т ВВ: | мы 1 а 1 
вы Ы: 
8 | 1 | р 1 | 0 | 1 | 1 
8 | 
ре. ч р | | 
16 | 1 | 0 1 —2 0 1 1 
| | 


Дальнейшие преобразования не изменят вида уравнения и не 
приблизят нас к решению. 
Применим изложенное выше преобразование и положим 


х=У- 1. 
‚ Корнями нового уравнения будут 
ы 1-12 = 0,298 0,707 
= — 1 =— 0,134 0,54 
Модули этих корней суть соответственно 
9: =У 0,0857 --0,5 —]/0,5857 — 0,765 


9: = 0,0179 0,25 =) 0,2679 = 0,5175. 


Подставив (у-|-1) на место х в заданное уравнение, полу- 
чим уравнение, к которому метода Греффе может быть приложена 
с полным успехом. 

Читателю предоставляется для упражнения выполнить самому пре- 
образование уравнения к новой неизвестной у, найти модули 01 и 93' 
найти затем одним из способов, излагаемых в следующем параграфе 
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аргументы $, и $, наконец, вычислить х, и х., которые должны 
быть равны, соответственно, 

Е ИВ 

2 2: ^ 

Таблица этого параграфа с болышой быстротой и ясностью показала 
неприменимость обычной методы Греффе к взятому примеру. Не вся- 
кая задача даст такую быстроту и ясность. Не вдаваясь в общий 
анализ подобных задач, заметим, вместе с академиком А. Н. Кры- 
ловым (Приближенные вычисления, стр. 42), что если 6 или 7 пре- 
образований не отделят корней, а присутствие отрицательных 
коэффициентов в преобразованных уравнениях укажет на суще- 
ствование мнимых корней, это будет служить указанием, что 
среди модулей корней есть равные или близкие и что должно, 
следовательно, быть применено преобразование 


Хх=У- 6. 


Что касается до 6, то, если свободный член данного уравнения 
равен 1, следует полагать р —=1, вообще же должно быть 


й 
Ь-Уа, (с округлением). 


Г 
Для разыскания аргументов комплексных корней уравненнй 
могут быть применены разные методы. Проще всего, когда: 
1. Уравнение имеет одну только пару мнимых корней. 


Тогда 
Ба, ==м + х.-|-... + 29 со... № х,... а) 
т.-е. 
фах, —х,—...— Ан 
05 === — Я 2 3%: (2) 
/ А 


где знак а, зависит от четности степени уравнения и. Зная с0$5, 
вычислим зшф и найдем корни. 

2. Уравнение имеет две пары мнимых корней. Тогда, как 
и выше, получим уравнение 


На = м -х, +... -+- 291 с0$ $; - 242 с05%-.... --х,„ . (3) 


Однако, на этот раз это уравнение содержит 2 неизвестных. Мы 
вычислим ф: и 9, присоединив к данному еще одно уравнение сле- 
дующим образом. Положим 
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и преобразуем наше уравнение такой подстановкой. Получим 
1 


1 1 
р ав. . Е 


=. 
траура. ти оте 
с корнями 
ож 1 (созе ЧЕ т 91) 1 (соо 1$ $5) Е 
в > а Ч И #17 4- то е2) > Е 
притом 


не о т 8 и сое .. х - 


Из системы уравнений (3) и (4) найдем с0$%: и 60$ 95. 

3. В общем случае можно поступить следующим образом: 
Если уравнение имеет корни 4(с05® -|- 51$), то левая часть его 
делится нацело на трехчлен 


х? — 29х05 + 97°. 


Отсюда созФ может быть найден следующим образом. Разделим 
левую часть уравнения на х?-- рх- 42, где р есть неизвестный 
параметр. Получим остаток, линейный относительно х, например, 


Рх + ©, 


где Ри О суть, очевидно, целые иолиномы относительно р. 
. Можно показать, что 


РА в -Н си 
Ва Е. 


где с; и 4; суть коэффициенты, которые получаются при делении. 
Я не буду доказывать в общем виде, что степени Ри О относи- 
тельно р будут именно (п — Г) и (ип— 2), ибо это обстоятельство 
не существенно для вычислений. 

Во всяком случае р должно обрашать (Рх- О) в 0 тоже- 


ственно, т.-е. 
РО © 0: 


Итак, р есть общий корень последней системы. Его найдем, 
приравняв О общий делитель Р и О. Этот общий делитель будет, 
очевидно, линейным. В противном случае мы нашли бы несколько 
значений для р, значит, несколько аргументов для модуля 9, т.-е. 
несколько пар корней с этим модулем. Такое предположение про- 


РОО 
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гиворечиг ранее сделанным и должно быть отброшено. Задача оты- 
скания комплексных корней алгебраического уравнения решена пол- 
ностью. 

Пример 1. Решить уравнение 


хз — 9х2 |-25х — 25 =0. 


Положим 
х=у] 25 —2,923у 
и получим >: 
уз — 3,078 у? + 2,923 у—1—=0. 
^ бо а, | Ч аз 
щи М 
г | — 3,078 25023 |—1 
9,460 55 
2 | | } 3,614 5% 2,10 | 1 
— 5,846 ы 36.15 
13,05 5,76 
ы 8,25 ай 1 
Е — 480 27,23 
68,0 2,16 
8 1 71,0 -- 14,34 | 
| | | 3.0 : | — 16,50 | | 
5040 205.5 
16 | 1 | 5069 | 63,5 | 1 
т о } 
32 Г 2570-10! о 
| ' а. — 6108 | 1 
| в ИИ — 
| | 321 | ул | = 7,410 | баюа’=— 7416 
12 | у | = 0,234 12 4' =—0,117= 1,8830 
УЕ 1 — 0,764 
|, [=5 а= 2,233 =У5 


Замечание: 9’ есть модуль комплексных корней уравнения 
относительно у; 4 есть модуль комплексных корней уравнения отно- 
сительно х. , 

Подстановкой убедимся, „что х1 —=-| 5. 

Для вычисления аргумента Е напишем 
9—5 4 
4,47 147 

зте == 0,447 
хз = И 5 (0,895 + 2-0,447) 2-1 


6057 == == 0,895; о==26,50 


Примеры- 
У—6—з- 
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Вычислим аргумент по способу (3) предыдущего параграфа 
2 — 92+ 25х — 25 "9 2х5 4 
ПЕ =. ИВ и 2 р 20)х +54). 


х--рх-5 м2 рх {5 
Отсюда й 
р Эр 20 —=(р-ф-5)(р |-4) =0 
р--4==0, т.-е. р== — 4. 
с0$ ф = м =. 0,895 и далее, как выше. 
—25 5 


Пример ПИ. Решить уравнение 
р Хх — 163 -—- 95х2 — 158х130 =0 
4 


х— УИ 130 == 3,376у 
1 — 4,75уз-| 8,33у? — 4,105у-- 1==0. 


Е ас а | а аз аа 
д 1 — 4,75 | 8,33 — 4,105 | 1 
ве 
| 22,55 | 2 | 16,85 
Я 6 5,90 69,3 32,3 В 0,19 |1 
ЕВ — 380 + 
31,8 ые. 0,036 
Л : 29,8 2 10413 м 64.6 |1 
— 616 о 
ево 
а ь 9 
. 
887,5 1088- 103 4160 
8 ^^ — 1198 2 1 
— 2086,0 — 2086 А 
1180-10? 
16 1 


Е 1 

12 ди’ = 0,3772 т: 0,4194 
91’ = 2,385 

4, = 8,061 65 


| 
3212 4!’ — 12,0720 
4=1,414=у2 
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Модули обеих пар мнимых корней вычислены. Я не вычислял а, 
н а; для А=16, ибо эти‘ коэффициенты не нужны для дальней- 
шего вычисления. Аргументы найдем способами вторым и третьим. 
Ищем аргументы. 
Способ второй. 
158 2 2 
130 = УЕ и. с0$ 25 


16 =2У 65 со, --2У 20055. 


с0$ 91 = 79 ==) 
7765 г. — 130 
. бен ИЗина в 1 
5 (У5— у 8) = =65 
к 441 У65__ а 
ЕД Е 63 уд’ м 
12 —= Ув (ув-ув)= баш 
Усова =8 — в =8—7=1 
1 1 
с05 и п > = 5 


Способ третий. 
4 — 1653 | 951 158х | 180 


Ее — ф-- 16 (2 16р-30)-+ 
(р? + 16р? — 35р — 882)х — 65 (р? -|-16р + 28) 
- х-- рх 65 
РЗ 16р: — 35р— 882 _ __ 63(р+ 14) 
р 16 +28 Ро 168 
р: 16р+ 28 _ 
ре МЕР 
р-р 14 =0 р=— 14 
т Е _ о 
Ай У г - 


ж2= 65 Ве — Иа 47. 


Практика вычислений. 


2 


Системы 
линейных 
уравнений. 


У —17— а. 
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х* — 167 -- 95х2 — 158х - 130 5 о : 
РУ И и 49 
— (РЗ -- 16р? + 91р + 126)х — 2 (р? 16р - 28) 
э-рх--2 
рз-- 6р2 + Э1р + 126 __ в 68 (р-- 2) 
р? 16р- 28 м р? 16р+ 28 


р 8==0; р=— 2 


| 

%) 
= 
ыы 


Задачи: 
1) х5 — 8х4 — 5х3 — 35х23 — 6х — 27 ==0. 


О 9 ЕЕКИ, 


2) хз — 8х? 1 3х — 1—0 

3) ж {9х3 — 13х? -- 1,9х —2,3 =0 

4) м — ЗМ 2х3 — х2-|- 11,3х |-12=0 

5) х4 — 4,8283 | 13,656х2 — 19,312х -|- 16 = 0. 


сай 


Системы линейных уравнений. Читатель, конечно, умеег решать 
такие системы обычными способами — подстановкой и уравниванием 
коэффициентов. Для своего решения эти системы требуют только 
рациональных операций: сложения, вычитания, умножения и деления. 
Поэтому, если коэффициенты уравнений известны точно, корни 
могут быть вычислены также точно. 

Однако, при решении практических вопросов мы имеем обычно 
коэффициенты, не точно, а лишь приближенно заданные. 

Приближенность коэффициентов, помимо причин физических или 
технических (зависимость коэффициентов от экспериментальных 
законов и величин), может происходить и от причин математических. 
Например, если коэффициенты эти зависят от радикалов или дробей, 
знаменатели которых имеют множители отличные от 2 и 5, а нам 
желательно иметь коэффициенты в виде десятичных дробей. Урав- 
нение, коэффициенты которого приближенны, естественно, может 
дать и корни, известные лишь приближенно. 

Ближайшие $55 будут посвящены: 1) расчету погрешности корней 
линейных уравнений в случае приближенности их коэффициентов, 
2) изложению простейшего приближенного вычисления этих корней. 
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Задача. Коэффициенты системы линейных уравнений известны 
< точностью до 10`^. Рассчитать погрешность корней. 
Пусть для начала дано одно только уравнение с одной неизвестной 
величиной 
ах--В=0, 
где @ и б точны до 107*. 
Очевилно 


а 
Относительная погрешность частного не выше суммы относи- 
гельных погрешностей делимого и делителя. Зная абсолютные по- 
грешности @ и 6, вычислим относительные погрешности этих чисел, 
затем относительную, наконец, абсолютную погрешность х. Например: 


3,421х — 2,791 ==0, 


где оба коэффициента верны до последнего написанного знака 


х— 2721 
—_ 3471 
с относительной погрешностью меньшей, чем 


1 1 6142 Е 
эта за: — “эздо0до- = 0,0006 < 0,001, 
т.-е. 3 первых десятичных знака верны. Поэтому 
2721 


, х= зу -=095. 


В случае системы уравнений, коэффициенты коих известны, 
только приближенно, поступают обычно так: 


ах-- Ну-с: =0 Ь. | — а» 
ах -|- бус, =0 — ] а1 


х (а165 — а>61) | (16 — с›6,) = 0 


В.С. — В.С, 
5 т 
а16> — а5В, 
468 — @1 
А ое: 


Если известны абсолютные погрешности коэффициентов, мы 
можем вычислить их относительные погрешности, а затем по обыч- 
ным правилам и абсолютные погрешности х, у. 


Приведение 


коэффи- 


циентов 
к единице. 


У —7— 6. 
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Пример: 
3,41х — 2,25у |- 4,40 —=0 
2,13х -[ 3,16у — 1,70 =0 
— к 225-10 —316.4,40 
о м 
1. Относительная о ре 2,25-1,70 равиа 


эБ-т т = оно =, ов 


Абсолютная погрешность == 0,038 = 0,04. Пишем это произведе- 
ние 3,825 с точностью до 0,04. 

2. Относительная погрешность произведения 3,16-4,40 равна 

756 
316 Гаю = 13900 

Абсолютная погрешность равна 0,7. Произведение равно 1,9 
с точностью до 0,7. 

3. Аналогично относительная погрешность произведения 
3,41-3,16 равна 0,006, абсолютная 0,06 и самое произведение равно. 
10,78 с точностью до 0,06. 

4. Относительная погрешность произведения 2,13-2,25 равна 
0,01, абсолютная равна 0,05, а произведение равно 4,79. 

Абсолютная погрешность числителя равна 0,74 —0,7, самый 
числитель равен 10,1. 


— 0,05. 


0,7 
Относительная погрешность числителя равна |0 —= 0,07. 


. Абсолютная погрешность ‚знаменателя равна 0,11 — 0,1, самый 
знаменатель 15,57 = 15,6. 


Относительная погрешность знаменателя равна 15 == 0,006. 
Относительная погрешность х равна 0,076 — 0,08 — 8% 
— 10/1 
== —— == .9 
х 156 0,64 -- 0,05-9. . 


Аналогично можно рассчитать и погрешность у и его величину. 
Предоставим сделать это читателю для упражнения. 

Аналогично вычисляется погрешность корней и в случае системы 
с Зи больше неизвестными. 

Укажем способ решения систем линейных уравнений, который 
часто может быть полезен на практике. Назовем его „приведением. 
коэффициентов к единице“ 

Пусть задана система 

ах Му с =0 
ах Бу с = 0. 
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Уравняем коэффициент при у единице 
и ху ь =0 
> ху . 0. 
пени > 


Уравняем единице коэффициенты при х 


Г.) с. 
Е ВЕ 0 


Было бы бесполезно развивать эти формулы в общем виде. Мы 
пришли бы к тем же формулам, которыми пользовались раньше. 
В задачах с численными коэффициентами уравнений часто (когда 
коэффициенты очень многозначны) как раз эта форма полезна. 
Например 

3,1456х — 2,5748у-| 17,858 —=0 
12,345х-|- 15,178у— 3,261 =0 


1,222х-—у-4 6,940—0° 
0,813х РР у— 0,215 =0 


. 2,035х  --6,725— 0 : 
х—=— 3,30 


х— 0,819у-1 5,68 =0 
х-| 1,230у-- 0,26 —=0 


2,049у — 5,94 =0 
у == 2,905 


Применение обычных приемов дало бы значительно более гро- 
моздкие вычисления. 

Читателю предлагается сделать для упражнения самому анализ 
погрешности найденного результата, исходя из предположений 
1) что заданные коэффициенты абсолютно точны, 2) что заданные 
коэффициенты верны до последнего своего десятичного знака. 

Подобным способом мы будем пользоваться ниже, например при 
решении систем нормальных уравнений в способе наименыних квад- 
ратов. 
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Задачи. 
1) Решить систему 0,5463х — 2,7861у = 5,4321 
3,2176х —- 5,4322у = 1,3943, 
где все коэффициенты верны до последнего знака, т.-е. абсолютная 
погрешность их не выше 0,00005. 
2) Решить систему 3,51х — 12,3у-|- 1482 = 293 
1,48х {- 56,7у — 1492 == 178 
13,00х - 13,5у- 16,12 = 13, 


где все коэффициенты верны до последнего написанного знака. 


ГЛАВА ШЕСТАЯ. 
ИНТЕРПОЛИРОВАНИЕ. 


В главе о вычислениях помощью логарифмических таблиц было 
показано, как должны быть расположены таблицы, чтобы пользова- 
ние ими было наиболее удобно, т.-е. чтобы при наименьшем объеме 
они заключали максимум данных. Мы исходили при этом из пред- 
положения, что читатель этих таблиц будет выполнять сам лишь 
интерполирование пропорциональное. 

Подобные законы составления могут быть применены, очевидно, 
лишь к таблицам математическим, которые можно по усмотрению 
пополнять новыми данными. Очевидно, что, например, астрономи- 
ческие таблицы, получаемые из наблюдения, обязательно должны 
содержать пробелы (например, если облака скрыли на мгновение 
звезду, которую наблюдали). Технические и физические таблицы 
также нередко получаются из эксперимента неполными. 

Более того, нередко производство измерений стоит так дорого 
или сопряжено с такими трудностями, что из опыта может быть 
получена таблица с интервалами гораздо более крупными, чем то 
допустимо для приложений. Эти интервалы, наконец, бывают часто 
неравны между собой. Для надлежащего пользования такими табли- 
цами формулы [интерполирования пропорционального, конечно, не- 
применимы. Выводу формул для этих случаев будет посвяшена на- 
стоящая глава. 

Интерполяциониая формула Ньютона для таблиц с рав- 
ными интервалами. Пусть дана таблица 


х о о ось 


|. Бы. О 
с И (1) 


Перепишем ее вертикально и добавим к ней ряд вертикальных 
столбиов, содержащих: 
1) приращения у, соответствующие интервалам таблицы. 


УТ — 1. 


Формула 
Ньютона 
для равных 
интерва- 
лов. 


У! 2 — а. 
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Мы а их равенствами 
У —У0==Ау, У У ==Ау,. 
2) приращения Ау, которые введем равенствами 
Ау, — Ау == Му», Ау, — Ау, == Ау,,. 
3) аналогично введем 
АА ом А, Алу, и 


Назовем все эти Ду, АЗу, Азу, соответственно конеч- 
ными разностями первого, второго, третьего и т. д. порядков. 
Получим таблицу 


Х № 
Ам, 
Хх У! АУ 
Ау Азу, . 
Хх Уз А, АУ 
ду, АЗу! Ре 
хз Уз Ау, \“у, 
Ау. Азу, : 
4 У: Ау, ; 
Ау, - 
АЕ . 
Хх, Уп 
Заметим, что 
УГ== У АУ 


Уз ==: + Ау! == Уо | Ауо-- АУо-- А*Уо == У 2Ауз - А* У. .. (3) 
Уз == Уз Ау == У Е 2Ау--А*- Ау -- А*уо-- Ау, - Азу, — 

— У -|- ЗАуо - ЗА*у% -|-- АЗуо 
и воообще 


Ё ЕЕ! 
=У-т А > у -|- | 


ЕЕ (Е 2) ‚,. 
а | 


Справедливость последней формулы для любого целого А может 
быть сразу же доказана переходом от (А) к (#1), что я и пред- 
лагаю ‹делать читателю. 


7 


——— 
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Формулы (3) дают зависимости между находящимися в таблице 
значениями функции у и ее разностями разных порядков. Наша же 
задача заключается в составлении зависимостей 
между значениями у, не находящимися в таблице, 
и известными в таблице величинами. 

Естественно обозначить эти неизвестные значения так же, как 
обозначаются известные, т.-е. У» полагая, что Е может быть не 
только целым, но и дробным числом. Так, между уз и уз мы вста- 
вим (мысленно): Ул; 22; Уз ИТ. д. 

Идея Ньютона заключается в предположении, что, если для Ё 
целых равенство (4) справедливо ‘точно, то для Ё 
дробных оно справедливо приближенно. 

В этом случае правая сторона равенства 


|. (Е 1 
Ув Ут АЕ и ) А --.. 


перестает быть суммой конечного числа слагаемых и становится 
бесконечным рядом. Здесь невозможно входить в подробности 
математического исследования полученного ряда. Укажем без дока- 
зательства, что, взяв И членов его, мы сделаем ошибку, не превы- 
шающую 
ПЕ О - НГ 1) 164 (8) 
п! 7? 


где / есть искомая функция, { есть некоторое значение х в рассма- 


гриваемом интервале. 
= содержит в знаменателе п! и, следовательно, если только /“” (Е) 
есть число конечное, 


Практическое применение полученной формулы погрешности воз- 
можно лишь, когда функция ] известна аналитически, т.-е. для 
эмпирических таблиц вовсе не возможно. 

Последнее обстоятельство не делает, все же, формулу Ньютона 
бесполезной, ибо задача интерполирования экспериментальных таблиц 
не требует обычно особенно высокой точности. Из примеров же, 
которые будут приведены ниже, читатель убедится в том, что фор- 
мула Ньютона очень хорошо схватывает ход функции и дает, где 
это можно проверить, довольно высокую точность. 
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Пример 1. Вычислить таблицы десятичных логарифмов через 
одну единицу, зная их через 10 единиц. 


100 00000 
04139 
110 04139 — 00360 
03779 00057 
120 07918 — 00303 — 00011 
03476 00046 
130 11394 — 00257 
03219 
140 14613 


12101 = 100-91. 0,04139 — 11-1 0,0360 


-- 


—2,00000 | 0,00414 -| 0,00016-| 0,00002 = 2,00432. 


01001 —П®> 
5 = 0,00057 и. 4; = 


Результат вполне совпадает с таблицей 5-значных логарифмов. 
При суммировании ряда мы ограничились 4-мя членами его, ибо 
пятый член не имеет значащих цифр в пределах первых 5 деся- 
тичных знаков. 


Пример И. Интерполировать таблицы антилогарифмов 


0,00 — 1,000 
` 0,122 
0,05 — 1,122 0,015 
0,137 0,002 
0,10 — 1,259 0,017 — 0,001 
0,154 0,001 0,003 
0,15 — 1,413 0,018 0,002 
0,172 0,003 — 0,002 
0,20 — 1,585 0,021 0,000 
0,193 0,003 
ОР, 1.778 0,024 
0,217 
0,30 — 1,995 
0,04 0.8 (0.8 —1 
10° = 1,000 0.122 ВОО 
_авоя-овя— 0.002 — 


— 1,000 -- 0,0976 — 0,0012, 0,000064 — 1.0965 = 1,095, 
что точно совпадает с таблицей. 
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ой г 


к 0,015 | 
и . -. о 2 0.002 па 4,4 - — 0,001 -- 
В В 
— 1,000 — 0,0021 — 1,6615 — 0,0021 — 1,659 вместо 1,660 
0,5368 
0,1122 
0,0120 
0,0005 


Ошибка в единицу 4-го знака не считается большой в техниче- 
ских вычислениях; в других случаях — например, при вычислении 
таблиц — она должна быть принята во внимание. Легко видеть, что 
точность вычисления обычно выше, когда Ё взято в одном из началь- 
ных интервалов таблицы. Точность понижается по мере возрастания А. 

Задача 1. Выписать натуральные синусы для 30°, 31°, 395, 33°, 
34°, 35°. Составить таблицу разностей и вычислить интерполированием 
$ИТ 30° 12’, зи 31° 25', эт 32° 40', эт 33° 22', чп 34° 50". 

Сравнить полученные результаты с точными. 

Задача ИП. Дана таблица кульминации солнца {среднее время 
в истинный полдень) для декабря 1918 и января 1919 года, через 
5 дней. Вычислить ее для дней, не помещенных в таблицу. 


Е Декабрь 
14 19 24 29 
23" 54” 25° 23" 56” 51* 2359” 21° 0*01” 50° 
Январь 
3 8 
0704” 13° 0*06” 285. 


Сравнить с астрономическими таблицами. 
Задача П/. Дана таблица квадратов чисел через 10. Допол- 
нить ее по формуле Ньютона. 
Например 
и = 00; 20 30, 40450 
п? —0, 100, 400, 900, 1600, 2500. 
Вычислить 
27 157, 29? 45? итд. 


Сравнить со значением, полученным простым умножением. 


Экстра- 
полирова- 
ние. 


УЕ — 2 — 5. 
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Задача ГУ. Дополнить интерполированием приводимый ниже 
отрывок из таблицы значений интеграла 


®=у. [и 


играющего основную роль во всех вычислениях теории вероятностей. 


| | 
1 | 


2 ить 110 | 145 1,20 1,25 
| | | 1 | 


ЕЕ ИЕВЕНЫИ 
ф (2) —= | овмето слезы оно ть, 0,91081 | 0,92290 


| | : 


Сравнить с таблицей, напр. в курсе исчисления вероятностей 
акад. А. А. Маркова. 


Экстраполирование данной таблицы, т.-е. вычисление значе- 
ний функции для аргументов, лежащих вне области, охваты- 
ваемой таблицей, также может быть выполняемо по формуле 
Ньютона. Техника вычислений остается та же, как и при ивтер- 
полировании, однако суждение о точности результата здесь почти 
невозможно. 

Экстраполированием, по причине ненадежности его результатов, 
пользуются только в крайних случаях. Однако, совершенно отка- 
заться от него иногда невозможно. Например, имеются таблицы 
расчета на прочность балок для нагрузки, не превышающей вели- 
чины А. Требуется же рассчитать балку на нагрузки В > А. На 
опыты нег ни средств, ни времени. Таблицу дополняют экстра- 
полированием. Примеры, которые я разберу, покажут, как возра- 
стает ошибка при экстраполировании по формуле Ньютона не- 
которых таблиц. 

Пример [. Вычислить 1 180, 15 200 и 12 250 помощью таблицы 
примера [ предыдущего параграфа: 


ш 180 —=2-- 8 . 0.04139 —"^°. 0,0360 -- 8179. 0,00057 — 
—8118- 5. 0000 — 8: 2-4. 0.00001 = 
Е |= 200000 |—| 0,10080 | = 2,25898 
0, 33112 —- 0 ‚00770 вместо 2,25527. 
в -- 0.00056 | 
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в 200—2-- '7. 0,04139 — 10-9 0,00360 +В 0,00057 — 
в. и 16 


де" 0.00011 — 98:16 0,0001 — 
—! 2,4139 |—| 0,1620 | = 2,4813 — 0,1876 — 2,2936 
| 0,0674 —{ 0,0231 вместо 2,3010. 
- 0,0025 
12 2502 Г. о и 9 000057 — 
15. - 13. - 14-13. Те И 
И . 000011 — 89-1812: 000001 — 
ее 0,3780 | = 2,3166 
| — 0,2539 вместо 2,3979. 
| -- 0,0300 


Пример И. Из таблицы примера П предыдущего параграфа вы- 
числить 10“ 
10° —1-|- 120,122 Ро = 
ео 1,22 —|- 0,675 | 0,240 — 0,210 =: 
щи 0,001 =1--1,22-0,675 0,240 — 0,210 = 2,925 
вместо 3,162. 


Задача 1 Экстраполировать таблицы натуральных зшиз’ов, 
созитиз’ов, фапрепз’ов на участках по выбору читателя. 

Задача //. Экстраполировать таблицу квадратов чисел из за- 
дачи Ш предыдущего параграфа. 

Случай таблиц с неравными интервалами аргумента. Фор- Таблицы 
мула Ньютона обобщается на этот случай следующим путем: мы Ни 
не можем применить непосредственно таблицу разностей, ибо раз- валами. 
личные разности относятся к различным интервалам. Отнесем все У— 3. 
разности к интервалу, равному единице, для чего предположим, 
как и выше, что внутри ингервала функция растет 
линейно, введем так называемые разностные произ- 
водные, т.-е. конечные приращения функции при увеличении 
аргумента на и и пусть 

бл; 8: = 8% = д, 
будут названные разностные производные первого порядка. 
Пусть далее 


Ау, _ Ах Ау Ау, 


Ах, __ Аж __ 43%. $ — Ах» _ Аж АУ; . 


ре 
5 
® — д п 
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У № 
она Ак А хр? ВВ АЗуо . 


Е а 


Вновь введенные символы дадут разностные производные второго, 
третьего и т. д. порядков. Напишем таблицу, аналогичную (2) табл. 
$ М— 2 — а. 


о № 
У + 
Хх! У 52 
ву! 5°Уб ч 
№ Уз 5“: Су 
к в 
ву» я ву у 50°, р 
Хх: уз бу 5% 50° 
бу: 63» бу 
Хх! У - 62: З 0%уь 
су 0зуз 
5 У у: 
бу, 
8 Ув 
х х 
У: = Ус — - 9,0 9Х0 5 


У — у, +8, вх, == У, У хо -[ (вуь -- 82 вхо) 6х, == 
—= У-- 8% хо | Зуо 6х, -|- 220 бо 6х1 = У - 6 (5 -- 8х1) -- 
—- 92 6х0 6х1 


Уз == уз-Г ду» 6х» = уз + во (6ж --8х,) + 52уз вхо 6, -- 

ь =. (бу - 52, 5х1) 8х> — Ус те бу (6х0 =- 6х1) -- 52% 6х 6х, -- 
- (бу - 820 джо | 62уь 6х, Е 83у Вх 9х) 6х. = 
= У 8% (6х, -|- 6х, Е 6хь) | 625 (жд, | 6хо вх» 6х! 8х.) + 
== 5% 6х 5х: 5х. 


Обобщая и переходя от А к (&-- 1), получим 
0...(—1 


и х ^ | | х &2 сл х ^ 
У = Ув + 855 (@ж-- 8х, |... 8х, 1) Ну $ вх, 
г $ 
^ % о о 
—- 635 2 ох.0х 0х 
их 7 
Полагая, что эта формула верна не только для целых, но и для 
дробных А, найдем формулу Ньютона для интерполирования 
таблиц, составленных через неравные интервалы. Бесконечные ряды 
с правой стороны равенства всегда будут сходиться на практике. 
Вычисления с ними идут так же, как и с рядами предыдущего 


параграфа. 


Выражение производной через разности. ти 


Задача. Дана таблица наибольшей допустимой силы тока 
в трамвайном проводе в зависимости от сечения (амперы и кв. милл.). 


Сечение ..... 05 | |1 25 4 |6 | ю 6 | % | м | 70 
= — ЕЕ 5 МЫ т Е - Е 
Сила тока ‚.. к 4 | 6 по [150 |0 |0 | в | | [100 130 
| |] 


Сила тока .| 165 ' 200 235 
`' 
Интерполировать ее в разных участках по выбору читателя. 
Выражение производной через разности. Если функция за- 
лана только таблицей, если аналитическое выражение функции не- 
известно, дифференцирование ее не может быть произведено по 
обычным правилам. Между тем, такое дифференцирование нередко 
необходимо. Например, пусть таблица дает координаты движу- 
щейся точки в функции времени, и ищется таблица скорости или 


Сечение . :| 9 95 >| 120 | 150 | 185 | 2ю | 310 400 | 500 |6 625 ы 800 | 1000 
. 
| 
} 


275 | 330 400 | 500 | 600 |1 700 | 850 | 1000 


ускорения. Или пусть таблица выражает кривую и требуется найти 
направление касательной в какой-нибудь точке. Выведем формулы для 
приближенного вычисления производной функции, 
заданной таблицей. 

Выше было написано соотношение 


Г: #1). 
Ур У 0% т ААХ) У -- ТА : 5 Ави 


‚(2—1 #—9 
И 


Сравним это разложение с рядом Маклорена 


КА; х и 7:2 тт 


Ува) Тор" Жи". ©) 

Развернем правую часть равенства (Г) по степеням А и получим 
У» Ем т (А — с Ав 3 30 — А+ --.- )-+ 

(А — 43 р — би -... 

о м т. . - .)-+ 

ыв Г 


и а. 
(Ач — 245%...) На А. ..)-... 


Выражение _ 
производ- | 
ной через 
разности. 
УГ — 4. 
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Сравнивая коэффициенты у одинаковых степеней А, получим: 


. 1 1 


м Пр 
У — ПЕ? (лу = э А? У Е Азу, — А Ау -- - 


0 1 а 3 Е 
У" дз (45 — 5 Аз Ам 


ТУ 


„ 1 ы 11 А 

Ув Я. (2 — АЗ -- 12 Азу, — 6 В № ) 
Ея ^ 

„Уо ла (44% — 245 -- ) 


Построенные нами формулы дают искомые производные в форме 
бесконечных рядов. Очевидно, что эти формулы могут быть 
использованы для практических вычислений только тогда, когда 
ряды получатся сходящимися. Доказать сходимость рядов с настоя- 
щей строгостью, обыкновенно, невозможно, вследствие чего на 
практике считают ряд сходящимся. если его члены убывают 
так быстро, что уже не очень далеко от начала ряда стано- 
вятся меньше допускаемой погрешности. Мы суммируем только те 
члены ряда, которые превосходят допущенную погрешность, и счи- 
таем полученную сумму за сумму ряда. Было бы невозможно вхо- 
дить здесь в математическое обоснование приведенного правила. 
Заметим лишь, что ряд, полученный из опыта и удовлетворяющий 
приведенному условию, почти всегда будет или сходящимся или 
ассимптотическим и, значит, почти всегда будет допускать 
суммирование. 


Примеры пояснят сказанное. 
Пример. (А. Н. Крылов.) Пусть при записи прямолинейного 
движения некоторой точки получены показанные в таблице величины 


ее расстояния от начального положения через 0,01 секунды. Соста- 
вить таблицу скоростей и ускорений точки. 


13,397 | 23,396! 35,721 а 65,798] 82,635] 100.000 


| 


х 0,000] 1,519 8 


| 


——иидаана__ р 
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Составим таблипу разностей 


1 х Ах Ах АЗХ 1 Ах 
0 0,000 
1,519 
1 1,519 2,993 
4,512 — 0,139 
2 6,031 2,854 — 0,082 
7,366 ь — 0,221 — 0,004 
3 13,397 2,638 — 0.086 
9,999 — 0,307 - 0,021 
4 23,396 2,326 — 0,065 
12,325 0,372 - 0,002 
5 35,721 1,954 — 0,063 
14,279 0,435 -{ 0,018 
6 50,000 1,519 — 0,045 
15,798 — 0,480 -- 0,014 
7 65,798 1,039 0,031 
16,837 — 0,511 
8 82,635 0,528 
17,365 
9 100,000 


Для вычисления скоростей составим табличку 


— 
1 


| 1 1 а 
А ВАЗ Вх | а ры ей 
Е х | оАх зАХ | р. ть 100 Г 
[0] 1,519 | —- 1,497 | — 0,046 0.020 | — 0,001 | — 0,005 — 0,5 


4,512 | —- 1,427 | — 0,074 0,021 0,002 3,036 | 303,6 
7,366 | —- 1,317 | — 0,102 0,016 0,002 5,963 596,3 
9,999 ‹ — 1,163 | — 0,124 0,016 0,000 8,730 873,0 


12325 | — 0997 — 0145 | о | 0,003 | 11197 па | 


> «о 


Таблицу ускорений напишем или дифференцируя таблицу ©, или 
непосредственно. Тогда 


Практика вычислений. 8 
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| 2 п эь и 
Е | Ах | ДЗх 15 Ах | Е Ах 10000 | 
0 2,993 0,139 0,075 0,008 3,060 | 30600 
1 2,854 0,221 0,079 — 0,018 2,978 29780 
2 2,633 | 0,307 0,060 — 0,002 2,878 28780 
3 2,326 | 0,372 0,058 | —- 0,015 | 2,625 26250 
4 1,954 0,185 0,01 — 0,011 2,337 23370 


Задача. Потеря в весе при прокаливании никкелевых руд при 
температурах, соответственио равных 300°, 400°, 5005, выражается 
(в процентах) следующей таблицей. 


Температура 
обжига 


Время 300° 400° 500° 

обжига 

в часах 
0 0 0 0 
1 3,01 | 3,46 3,94 
р 3,18 3,59 4,19 
з 3,30 3,64 4,24 
А | 3,38 3,65 4,24 
5 | 3,43 3,66 4,24 
6 | 3,46 3,66 4,24 


Вычислить скорости процесса (в процентах в час) для всех 
6 часов и всех трех температур. 


ГЛАВА СЕДЬМАЯ. 


ПРИБЛИЖЕННОЕ ВЫЧИСЛЕНИЕ ОПРЕДЕЛЕННЫХ 
ИНТЕГРАЛОВ. 


Бесчисленные задачи техники и физики требуют приближенного 
вычисления определенных интегралов. Таковы, например, все задачи, 
которые приводят: 

1) к интегралам, не берущимся в элементарных функциях, 

2) к дифференциальным уравнениям, не подходящим под немно- 
гие „типы“, рассматриваемые в курсах, 

3) к дифференциальным уравнениям, содержащим эксперимен- 
тальные функции, заданные таблицей, 

4) к вычислению площадей, ограниченных кривыми, заданными 
чертежом, 

5) к вычислению тригонометрических рядов по кривым, задан-. 
ным чертежом, — например, по диаграммам, снятым с самопишущих 
приборов. я 

Некоторые из перечисленных залач вовсе не могут быть ре- 
шены точно. Таковы все, зависящие от функций, заданных табли- 
цей или графиком. Здесь единственно применимы приближенные 
методы. 

Другие — например, эллиптические интегралы — требуют весьма, 
сложного теоретического изучения, которое приводит, в конце 
концов, к приближенным же, правда весьма общим, формулам вы 
числения. 

Настоящая глава будет посвящена двум задачам: 

1) приближенному вычислению определенных интегралов и, 
соответственно, площадей, ограниченных кривыми линиями, 

2) приближенному разложению функций в тригонометриче- 
ские ряды. 

Собственно говоря, сюда следовало бы присоединить приемы 
приближенного численного интегрирования обыкновенных дифее- 


* 


Общие со- 
ображениял. 


УП — 1. 
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ренциальных уравнений, которые в настожцее время уже настолько 
разработаны, что с успехом применяются не только во многих во- 
просах астрономии (например, вычисление орбит) и физики (строе- 
ние атома), но и техники (внешняя баллистика, интегрирование 
уравнения движения поезда и др. расчеты). Интересующихся этими 
вопросами я отошлю к превосходной статье академика А. Н. Кры- 
лова, напечатанной впервые в „Ежегоднике Союза Морских Инже- 
неров“ за 1917 год, перепечатанной затем в „Архиве Физических 
Наук“ и недавно вышедшей отдельной брошюрой в Берлине. 

Еще одна оговорка должна быть сделана: я вовсе не включил 
в эту главу описания приборов приближенного интегрирования 
и гармонического анализа, несмотря на то, что некоторые из них 
действуют весьма хорошо. Мне казалось, что, если у читателя нет 
под рукой такого прибора, ему принесет мало пользы его описание, — 
если прибор есть, читатель с большей пользой прочтет инструкцию 
по обращению с данным прибором, изданную фирмой, изготовляю- 
щей эти приборы, ибо невозможно описать в книге все детали 
всех конструкций. Изложение же только идеи приборов мне 
казалось мало уместным в книге, преследующей практические 

ре цели. 
Интегриро- Вычисление определенных интегралов помощью рядов. 
вание Ря- Известно, что, если ряд, равномерно сходящийся в некоторой обла- 
а р сти, проинтегрировать почленно, новый ряд будет также сходиться 
° в этой области. 

Если интеграл не может быть взят непосредственно, но под- 
интегральная функция может быть легко разложена в сходящийся 
равномерно ряд, расположенный по функциям, которые легко инте- 
грируются, мы получим искомый интеграл, интегрируя почленно 
последний ряд. 


Метода станет ясной из примеров. 
Хх х 1 з 55 Я 
-зшх ы яж Е "х х 2 
Пример [. ] —4х== | т (т-и-я-Я+...)4х= 
о о 


х 
‚В и. _—_ ТЕ ЗВ 
= а-я... == 3-12 5.5 ти... 
[и 


Ряд в правой стороне равенства сходится очень быстро. Погреш- 
ность — по абсолютной величине — меньше первого отбрасываемого 
члена. 
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Пусть требуется вычислить 


с точностью до 0,0001 


1 1 
У Гы |...» Нора, = 7: ‚зоо < 0,0001, 
значит, 


Е -& и и —1— 0,05556 -|- 0,00167 — 0,94611 —0,9461. 


Замечание. Вычисление сделано с пятью знаками, затем 5-Й 
знак отброшен, согласно ‘правилам, изложенным в главе И. 


Пример И. р: В На... ах = 


= Ех т "5 5 На и -|- .. 


Пример Ш. Пусть требуется вычислить эллиптический интеграл 
п/э 


. 4? 
К = | “Гек 1. 
й 7 1 Азиео’ 


Этот интеграл встречается нередко при изучении вращательных 
движений как вокруг точки, так и вокруг оси. 


о 


> 


получим 


Ренне 


Ряд в скобках сходится быстрее, чем убывающая геометрическая 
прогрессия. Приближенное его суммирование и оценка погрешности 
очевидны. 
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Пример ТУ. Аналогично может быть вычислен другой эллипти- 
ческий интеграл 


т! 


1 3 : 
= — — 23 913 э— Чо о 
а о А? 5? это 2 А! 54 )@ 


0 
у - 1 \2 1-32 4 а а 
> [1 (5) ыы ==) в —( 4. Г -...| 
Соб Интерполяционные методы. Способ трапеций. Пусть требуется 


трапеций. ВЫЧИСЛИТЬ 
УП — 3 — а. 


Ь 
—= Гл ах. 


Если /(х) графически выражается 
дугой АВ, задача равносильна вычис- 
лению площади, ограниченной ду- 
гой АВ, осью Ох, ординатами Да 
и ВЬ. Пренебрегая площадью сег- 
мента АСВ, мы могли бы приравнять 
искомую площадь плошади трапеции 
АВёа, тогда 


Рис. 10. 
ис Е, В 


Ошибка последнего приближенного равенства равна, как было 
сказано, площади сегмента АСВ. Уменьшить ошибку можно, напри- 
мер разделив интервал аб на две равных части, прочертив ординату, 
отвечающую середине интервала и применив к каждому из вновь 
полученных интервалов формулу (1). Тогла 


НД а И Ой. 
> ры По д 


ее [ео] 


Ошибка последнего равенства равна сумме площадей 2 малень- 
ких сегментов, которая, как ясно из чертежа, меньше площади пер- 
вого сегмента. Вообще же, деля интервал на и равных частей н 
обозначая точки деления а, х., х., Х.,...Х, 3 В, мы найдем окон- 
чательную приближенную формулу 


я [7 Руд-- то - ле, р +7]. 


п 
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Итак, для вычисления интеграла нам необходимо знать лишь зна- 
чения подъинтегральной функции в некотором числе равноотстоящих 
точек. Это значит, что нам нет нужды знать подвинтегральную 
функцию аналитически, мы мо- 
жем взять нужные нам ее зна- 
чения с таблицы и даже с гра- 
фика. Последнее обстоятельство, 
которое будет иметь место и в не- 
которых других методах этой главы, 
делает их особенно полезными для 
практиков, ибо нередко функцин 
получаются лишь на чертеже, со- 
ставление же уравнений по гра- 
фикам ведет к болышим вычисле- Рис. 11. 
ниям и, конечно, новым ошибкам. 

Для суждения о погрешности написанного равенства существует 
формула 


Ал" ©) 

12 и2 ы 

где & есть некоторое значение х внутри интервала аб. Эта формула 
показывает, что для данной функции, для данного интервала 
погрешность приблизительно обратно пропорциональна квад- 
рату п. 

Впрочем, определять предел ошибки по этой формуле на прак- 
тике всегда затруднительно, а иногда (когда подъинтегральная функ- 
ция задана только таблицей или графиком) и вовсе невозможно. 

Вместо этого можно предложить следующий прием: когда тре- 
буется уверенность в надлежащей точности результата, вычис- 
ляют интеграл дважды: раз при некотором п и другой раз 
при п большем, например, удвоенном против первого. Если второй 
результат не отличается в пределах требуемой точности от первого, 
его считают верным. В противном случае число л должно быть еще 
увеличено. 

Пример Г. Рассмотрим для начала интеграл, который может 
быть вычислен по частям с любай точностью. Меняя п, мы увидим, 
как приближается результат, полученный по способу трапеций, 
к истинному значению интеграла. Пример этот выбран так, что 
и формула погрешности может быть им иллюстрирована 


[9] 


—1— 0,387. 


2 
[1 а хх | — 2 030103 
Е ‚ —^ 04349 
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Вычислим его по способу м полагая п —5. Тогда 


и = 0,003, ибо < <1 


Ге 12 52 в <= 


ый 
1 
Гехах = 0,2 [: 151,215 1.4 151,6 161,8--1 12 |= 
1 


0,2 [0,07918  0,2-0,83522 _ 
— 0.43429 | 0,14613— 0.43429 ==0,385. 
0,20412 
0,25527 
0,15052]. 


Ошибка результата = 0,002 < 0,003. 
Повторим вычисление для п = 10. Тогда 
Ц 
= 12 100 а < 1260 < 0,001, и действительно 
2 


1 
[пе хах = 0,1 [3 11-151 --81,2--...-- 


1 


вть9-|-1 в? = 0,387. 


0,5 
Пример И. Ге : ‚= | ассатих == ь _® т 0,52360. 
о 


Ут 


Вычислим по способу трапеций, полагая п = 5. 


‚» ах Вы 
сено, | В 
ЛутЕя 2 т ГТУ! БУТ зу Е 
ны В |= 0,1 | 6,500 


У 6 "УГ од 1,005 
1.020 
1,048 
1,091 
0,577 | = 0,5241. 
55 хз и 
| — х2 
| 0 0 1 1 | 1 
0,1 0,01 | 0,99 | 0,9950 1,005 


0,2 ии 0,96 | 0,9798 | 1.020 


0,3 | 0,09 | 0,91 | 0,9539 1,018 
0,4 | 0,16 | 0,84 | 0,9165 1,091 
0,5 | 0,25 


0,75 ‚ 0,8660 1,154 
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Предоставляем читателю проделать для упражнения вычисления, 
полагая я == 10, и сравнитб результат с вышеприведенными. 


=. 
Пример ГУ. | т 
й 
2 | х = 
0 0 
9 0,1570 
182 0,3142 
27° | 0,4710 
86° 0,6280 
452 0,7850 


т х 


0,309 
0,454 
0,588 
0707 | 


0,157 т: 


Задача Г. Вычислить интеграл 


Задача И. Вычислить 


Задача /!. Вычислить 


Задача ГУ. Вычислить 


*! 


[9 


0,8 


а. 
о 


У! 


| 
0,998 
0,984 
0,964 
0,986 


0,901 _ 


0,451 
5,283 


Рис. 12. 


Способ Симпсона (Зипрзоп) является улучшением способа тра- 
пеций. Идея его заключается в следующем. 
элементарная площадь, ограниченная площадью Ох, двумя ордина- 
заменяется трапецией, три стороны 
которой совпадают с прямолинейными сторонами упомянутой фигуры, 


тами и куском кривой АВ, 


а четвертая есть прямая АВ (рис. 12). 


В способе трапеций 


Способ 
Симпсона. 


УП—3— 6 
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Ошибка такой замены равна площади сегмента, заштрихованного 
на чертеже. Можно ждать, что ошибка эта уменьшится, если за- 
менить прямолинейный отрезок АВ дугой параболы второго порядка, 
которая имела бы с данной кривой в данном интервале 8 общие 
точки, например, в концах и середине интервала. Вычисления, к ко- 
торым сводится приближенное вычисление интеграла, в этом случае 
оказываются не более сложными, чем в способе трапеций. 

Для вывода формул положим сна- 
чала (см. рис. 13), что начало отрез- 
В ка — точка А —— лежит на оси Оу. 
Потом это ограничение будет снято. 
Абсциссу, соогветствующую всему 
интервалу АВ, назовем 2й, тогда 
половина ее==й. Очевидно, всегда 
существует парабола второго по- 
рядка 


А 2А 
Рис. 13. у—= ах? + 6х + с, 


проходящая через точки 


А (0, у), С (1), В (2%, у.). 


Коэффициенты ее уравнения а, В, с определяются тремя уравне- 
ниями: 


Ув =С 
у! = ай" — [4] с 
уз = 4ай? -- 2рй с 


28 
Вычисление Г }(‹) ах заменится вычислением 
0 
г 3 вже Е А 
С 7х“ 
Газ хо = +79 +сх| — Вай + 2 208 = 
. и 
0 


= (вайз + 66? + 661) = а (Вай? + 668 + 60). 


Зная а, В, с, мы вычислили бы сразу последнее выражение. 
Однако, можно показать, что для вычисления последнего выражения 
нет необходимости в вычислении коэффициентов а, 6, с -- доста- 
точно знать значения подъинтегральной функции в точках 0, Й, 2й. 
В самом деле, легко проверить подстановкой, что 


(Вай? -- 6ЫЙ -- 66) == 4, Ну, | 


Е Е, Е По ЕЕ 
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Последняя формула не зависит от того, будет ли начало отрезка 
на оси Оу, как я предполагал выше, или нет. Следовательно, 


[Тода = те [д +4 (©°) +7] 


Чем меныше интервал Ё, тем точ- 
У нее результат. Если бы мы раз- 
делили интервал а на п равных 
частей и к каждой паре полученных 
интервалов применили написанное рас- 
суждение, мы получили бы 


В 


ь 
1 6— 
х | дах = 3 и | 5+ 491 + 


Рис. 14. --2у. + 4. +... В У» |. 


Как и формула трапеций, последняя формула приложима к инте- 
Грированию функций, заланных таблицей или графиком. 
Погрешность формулы Симпсона определяется формулой 


„—_ М о 

Е 90 я п^ } 
т.-е. при сохранении интервала подзинтегральной функции ошибка 
приближенно обратно пропорциональна четвертой степени п: 
При не очень болышом интервале (Ь— а) и плавно меняющейся 


функции } (с), ошибка способа Симпсона значительно меньше ошибки 
способа трапеций (при олном и том же п). 
2 


Пример & [ле хах = зо 1 (1 +410 1.25 +2015 + 


__ 0,1677 


+ 4151,75 + 1:2) = паз = 0,887. 


Способ трапеций дал эту точность только при п == 10. 
0,5 
ах 1 0,5 1 4 
Приме И. Е > а Е Е 
в Ля=з 3 а У! -— 0,1252 


2 4 1 12,5663 
— — - == == (),5236 
о У! — 0,25 ВЯ ут — 0,3752 ь У! ==} 24 


Формула 
Котеса. 
УП—3— в. 
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Все цифры результата верны. См. пример П предыдущего пара- 


графа. 
ИТ 
У1— 


| 


И! —^2 


0 о | 1 1 1 1,0000 
0,125 | 0,0156 | 0,9844 | 0,9922 | 1,0078 | 4,0312 
| 0,250 | 0,0625 | 0,9375 | 0,9682 | 1,0328 — 2,0656 
0.375 | 0,1406 | 0,8594 | 0,9270 | 1,0787 43148 
0,500 | 0,2500 ' 0,7500 | 0,8660 | 1,1547 11547 


12,5668 


Задача И. Вычислить 
1 


Г м ах. 

Формула Котеса (Соёе5). Формулы трапеций и Симпсона 
могут быть рассматриваемы как частные случаи более общей фор- 
мулы Котеса, из которой может быть выведено и еще сколько 
угодно интерполяционных формул приближенного интегрирования. 

Разделим интервал аб на п равных интервалов. Обозначим через 
Хх, №, №...Хи абсциссы (п + 1) точки в концах полученных 
мелких интервалов. Заменим теперь кривую 


у= 1х) 
параболой я-го порядка 


у == ах" ам... аа х- а» 


проходящей через (п-- 1) отмеченную выше точку кривой. 

Как и выше, мы могли бы составить (п-|- 1) линейное уравне- 
ние для (п--1) коэффициента последнего уравнения. Однако, 
удобнее написать уравнение искомой параболы я-го порядка, вос- 
пользовавшись Так называемой интерполяционной формулой Ла- 
гранжа 
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мм - х.).. ее.) 


= >) (Хо — №) . ов 


п. 


хмм...“ -х,) 
5 иж м. ба —х,) к 


в ВА А) 


Нетрудно видеть, что правая сторона представляет собой по- 
лином 7-ой степени, который равен Уз, У: . -. У», когда х прини- 
мает значения соответственно равные Хо, хи, №5... хи. Отсюда 


[2 [2 
(хм. . Хх) 
обтоь а (%0—%). - . (%—х,) о 


(хх. -.(-х 
-- (%,— ж) © —>х,). . - (—х„) у 


к (х—м.. (Хх) я 


п ; (х,—^)-. че, о) 


Интегралы, которые служат коэффициентами при У, Уз, . -. Уп 
в правой части равенства, не зависят от формы подъинтегральной $ 
функции /(х) и для каждого п могут быть вычислены раз навсегда. 
Для удобства вычисляют эти интегралы для интервала от 0 до 1. 


Тогда они дают следующую таблицу коэффициентов в разложении 
правой стороны 


п=1; ЦС =о ....... (©10с0б трапеций) 
И С . . (способ Симпсона) 
п=3; == 1, 28 — <= 3 
но = о -— 

Е 16 2 
= ааа, аа, д 


Предположение, которое мы сделали относительно пределов инте- 
гралов, не ограничивает общности выведенных формул, ибо всякий 
интеграл может быть приведен к любым пределам при помощи 
линейной подстановки. В самом деле, пусть пределы суть а и 6. 


Ряды 


Фурье. 


УП 


А— а 
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Введем новую переменную # уравнением 


ри =, 6 —®: при 8. 7—1 

Кроме изложенных формул трапеций и Симпсона, и охваты- 
вающей их формулы Котеса существует немало других формул 
приближенного интегрирования. Лучшими из них надо счесть спо- 
собы Чебышева и Гаусса. Однако, сравнительная сложность 
их применения и удовлетворительность вышеизложенных способов 
для огромного большинства приложений побуждают меня ограничиться 
изложенным. 

Ряды Фурье (Еоипег), т.-е. бесконечные ряды, расположенные 


по косинусам и синусам кратных дуг, благодаря своим неоценимым 


качествам при исследовании периодических явлений, пользуются доста- 
точно широкой популярностью у физиков, электриков, гидрографов. 

Обшая теория’этих рядов отлично излагается во многих книгах, 
в том числе и русских. Поэтому я позволяю себе излагать ее здесь 
исключительно с точки зрения выполнения вычислений, относящихся 
к одной задаче, повидимому, наиболее часто встречающейся в еже- 
дневной практике. 

Изучение явлений периодических, т.-е. периодических изменений 
некоторой величины, заменяют нередко изучением соответствующих 
графиков. Когда явление наблюдается помощью самопишущего при- 
бора, график является даже единственным средством его изучения. 

Пусть сплошная линия чертежа изображает такой график (рис. 15). 

Для расчетов, относящихся 
к величине, изображенной гра- 
фиком, необходимо или урав- 
нение этой кривой или, если 
известны законы периодического 
движения, коэффициенты, харак- 
теризующие данное движение. 
И коэффициенты, и уравнение 
кривой получаются путем разложения данной кривой на сумму 
некоторых синусоид. Синусоида 


Рис. 15. 


у=тх 
считается графиком простейшего из колебательных движений. Более 
общее уравнение синусоиды мы можем написать в форме 


у==азт (6х -|- 6). 
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2< 
Очевидно а есть полуамплитуда колебательного движения, -? => 


его период, с характеризуег начальное положение точки или, как 
говорят, фазу, ибо у —= азтс. 

Ставится задача: представить данное колебательное движение 
в виде суммы синусопдальных движений, расположив последние 
8 порядке убывания амплитуд и периодов. 

Математически это значит: в уравнении 


Лох) = Ао-|- А; эт (ах -- ВА) РА» эт (вых -- В) -|- ... 


найти, применительно к заданию, коэффициенты Ах, в;, В;, считая‘ 
что Хх) задана чертежом или таблицей (что то же). 
Преобразуем правую часть уравнения 


Кх)= А, -- А, зтацх с0$ В, | А; с03 1х т В, - Аз зш ах с08 В» -|- 
—- 42 соз вх эш В, -|-...= Ао | 9200$ вх -- а> с0$ ах Е... 
-|- 8: эта, х- бы зто х--..., 


где 
а = А, ЗтВ,, а == АззшВ». . . 6. А, с0$8,, 65 = А СОБ: > 
Имея в виду расположить члены ряда в порядке убывания пе- 
риодов, положим: а; =1, &.==2,. . =А. .. 
Тогда 7 (х) = ва, с0$ х -|- 4 052 х- аз с0$3хр .. -|- 


-Е 5, зпх - 65 т 2х 6 зтЗх |... 


Это и есть ряд Фурье (Еоциег). 
Коэффициенты его могут быть вычислены по формулам 
2 2 
@0== и | УбТа: в = [уе с0$ Ах ах, 
0 


1 
г =, 
2 
(== ы | 709 эп вх ах. 
0 


Драгоценнейшее его свойство с точки зрения приложений заклю- 
чается в том, что коэффициенты а1, 45. . .В, 65... с воз- 
растанием значков очень быстро убывают для огромного большинства 
встречающихся на практике функций Х(х). 

Правая часть ряда есть функция периодическая с периодом, рав- 
ным 2х. Значит, в этот ряд могут быть разлагаемы функции /(х), 
которые имеют периодом 2х. Это обстоятельство только на первый 
взгляд ограничивает общность формул Фурье, ибо если бы х изме- 


УП— 4 — 6. 


——_—ы—ыы——_идыАд_д——А—дАд—А———д—д_А—— 
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нилось в пределах от а до 6, мы помошью простой линейной псд- 
становки преобразовали бы наши уравнения к переменной Ее пе- 
риодом, равным 29. 


В самом деле #=2* а удовлетворяет поставленному усло- 
вию. Имея в виду эту подстановку, мы будем говорить дальше 
исключительно о функциях с периодом, равным 2*. 

Синусоидальное колебательное движение называют часто 
гармоническим. Поэтому разложение функции в ряд Фурье на- 
зывают часто гармоническим ее анализом, а синусоиды, которые 
при этом получаются, — гармониками данной функции, соответ- 
ственно первого, второго и т. 9. порядков. 

На последнем чертеже нанесены пунктиром гармоники первого 
и второго порядков (рис. 15). 

Формулы для практического вычисления коэффициентов ряда 
Фурье могут быть получены двумя путями. Один — обычно приме- 
няемый — основывается на применении определенных интегралов. 
Другой — более элементарный — пользуется одними только алгебраи- 
ческими операциями. Оба способа рассуждения приведут нас к одним 
и тем же коэффициентам, однако, вычислительный процесс во втором 


‘способе может быть сделан, повидимому, без сравнения более про- 


стым, чем в первом. Мы про@ледим ниже оба упомянутые пути. 
эх ‚ 
Путь первый основан на известных формулах 


2 2 

в | ЗВ ЧВЕ г | усов жа», 
0 о 

2 

| узи 6х4», ве ч .. - 


0 


которые, когда подъинтегральная функция у задана аналитически, 
рентают задачу. 

Последние формулы, очень важные теоретически, требуют, оче- 
видно, очень сложных вычислений, когда у—=7(х) сколько-нибудь 
сложна, и совершенно неприменимы, когда у ==Х(х) задана таблицей 
или графиком. В обоих случаях коэффициенты могут быть вычислены 
только путем приближенного интегрирования, например, по способу 
трапеций. Для этого делят интервал О. . . 2т на некоторое число 
равных частей, лучше всего 12 или 24 и применяют формулу тра- 
пеций. Вычисления могут быть расположены в таблицу: 
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х в кру- а й ы 
х? | говой У зшх | узшх | созх | усозх | зт2х | узшах |с0$2х уе 
мере 

= = ——- т т" 

0 Ом 0 0 1 У | 0 они У 
30 | в |у 05| 05у, | 0,867 | 0,86Туи! 0.867 | 0,867у,| 0,5 | 0.55, 
60 — | —| 0,867 | 0,867 у-| 0.5 | 0,5 у. | 0.867 | 0.867 у! — 0,5 |-0,5у» 
90 А 0 ге 0 - бк. 
330 —— ——— —^ ——— ый 


Подчеркнутые фигурными скобками столбцы суммируются, делятся 
на 12 и на < или 2п, множатся на 2= и дают искомые коэффи- 
циенты. Суждение о погрешности здесь трудно. Впрочем, погреш- 
ность такого вычисления, особенно, если число интервалов равно 24, 
а не 12, редко выходит за 8 — 10°/. Такая точность считается для 
большинства практических задач достаточной. 

Покажем применение этой схемы на примере, при чем для начала 
возьмем пример, где вычисление может быть выполнено и точно. 
Сравнение дает нам понятие о точности приближенных чисел. 

Пример 1. у=Р(х) =х. 


2 2т 
з п 1 р = | л? 4т в 
О: | 8 в 
2к РГ 
= 1 Е 1 хзшёх с0$ {х 
ый ме О НЕЙ =) 
а; = — | х с0$ {х4х = = т 
О 0 
2= 2= о 2 
1 ых . 1 х с05 2х ях п 
2; 8 ха ках = | — 2909 |. | ==, 
т Я т К т у 


0 
т.-.е. искомое разложение есть 


> 


эшх 


р т 2х эп Зх 
У=х== 2 ( 1 -|- 2 -|- е--...) 


График заданной кривой изобразится так — см. рис. 16. 


В точках 0, 2т, 4т,.... .2Ет. . . . . ряд дает значение 
__ 0+2 __ 


и 2 
Вычислим теперь коэффициенты ряда по приближенному спо- 
собу. 


т, как то и следует из общей теории. 


Практика вычислений. 9 
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хршх 


| хр из 


| 
] 


| 


6900: — 


хе ибх 


(0001 — 
| 
|000" 
Го 
[600 — 
Го 
:000“Т 


000“ 
| 


хе ш$ 


28 цв 696'0 + хоцв 7950 -- хи 91650] $ — ре =“ 


826'0*©— 


|= и —. 


1885 — 
р 
= 
8298 
881 — 


ат 


5С 


В РА ЕЕ, _ ЕЕ В ЧЕ Е в 


| 


0050 
198`0 
000'Т 
198'0 
00050 


9905 — = ` | 
= 
966+ — 1980 — 
99+ — 1980 — 
о о 
059 1980 
1" 1980 
о о 
1955— 1980 — 
9181 — 1980 — 
о 000‘ 
106'0 1980 
уро 1980 
о о 
хо щзх хо щ$ | 


ее = 
7Т. 
= 80/116. = б 
969/< 0ее 
0985'в 008 
| 
ИФ 015 
|! 
888 1055 
5999 Отс 
ЭтРГе 081 
0819 091 
+160°С Гот 
80/61 '06 
| 
ют '06 
9590 0е 
0 р 
г Ё 
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Коэффициент а получился совершенно точно, 2, —с погреш- 
ностью в 20, В, — около 10%/, 6. — около 20°/,. Увеличение по- 
грешности с номером члена естественно, ибо с уменьшением периода 
наши интервалы становятся по отношению к нему все. больше. 


Рис. 16. 


Мы получили бы более высокую точность, если бы разделили 
интервал на большее число частей. Обычно делят интервал или на 
12, или на 24 равных части. Вычисления здесь удобнее всего. 
Проделав вычисления при 1 — 24, получим: 


\ 


у— 3,142 — 2 [0,994 эт х-- 0,489 т 2х-|- 0,316 т Зх-+ ..]. 


1 
Погрешность первого члена —=0, второго т °/‹, третьего около 2°;,, 


четвертого около 50. 
Пример 11. Разложить в ряд Фурье функцию заданной кривой, 
изображенной на чертеже. г 


Рис. 17. 


Подобные кривые получаются нередко на самописцах, регистри- 
рующих работу электрических ‘установок. Кривая имеет довольно 
спокойный вид, и 12 интервалов, как видно на чертеже, совершенно 
отражают все ее изгибы. Составим таблицу. 
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| 2, ь г з 
х У зшх узпх с05х усозх | 5т2х |= ‚ 60$ 255 о © | узшЗх | | усозЗх | 5т4х |= |с0$4х 9 | эт5х | уятбх | с055х | усоз 5х 
7 = д [2 о 
58 р | р | >| >| и Е | > > | 
= = = >) 
|5) = | Ро = 
И ` | И Е 
оо 0 1 0 | |8 9] 1 0 Ио = 1 ь 
о й я $ И ы ыЁ | у 
30 1,3 0,500 Ва 0,867 а 0,867 г 0,500 | 1 0 0,867 | 1 — 0,5] о 0,500 | со — 0,867 а 
г. = - [= = = 
к а р >= 5 | = 
60 1,2. 0,867 || 0,500 Г. 0,867 — — 0,500 | — 0 Е | — 0,867 № 0,5 ея — 0,867, + 0,500 Е 
1 > оо. — = 
_ | ы Л | ы р 5 . 
9 18| 1,000 . 0 ы о || —100 | |! о о о |: |< 1 | со 
м = Е. 7 | | 5 |. | И > 
| [52] “ ыы й 
120] 28] 087 © |050 | | 0867 || —0,500 | © | 0№ + и 1 08671; |—05 | —0867 1 0,500 | 
1 КР =й | с со [© > 
© =: < | к > 
150 30| 0.500 ыи —0897 7 | —0857 |3 0500 2 № а ы | —0857 |7" | — 0,5 <= | 0,500 | Е ей а 
© гы " К = к. 5 
Е ? + 
0 | — 1,000 | 0 | о 8 | ом = 3 
180 0 а = < 1,000 = я ' И 0 ` 1 со Ра 1 = 
= 5 , 5 со. | © < | Ея | = м <- 
о а | 5 0.867 || 0,500 | 1] —1№ + о - |4-0,867 |® | — 05] | | —0,500| 5 0,867 + 
м | ы ° и . 5 < г 
о — 12 Зое с М 0,867 |9 | — 0500 |+| оф 1 | Л оды [94| 08 +| 08| # |-ою т | 
ы г г а с | < т.) — 
> ты я я | т с 
210 — 18—10 © 0 ы оо [3 1001 о о 1 -| | о О 
300! — 2.8! — 0,867 > 0.500 — 0.867 5 — 0,500 | | 0 ыы 0,867 5 | = 0,867 5 | 0,500 -— 
> < | ы со. ы м 
330! — 3,0] — 0.500 0,867 — 0,867 0.800. | = | —1 о — 0,867 —05] 2 | —0500 | + |087 В 
- >. й < | = | = 
| 2 
ры и. и и 2% и ы Е | 
14,836 _ ВАТ - 0 эй 32 0 0,96 _ 1,347 _ 
| 0 ОР О в = г = пе — 6 
| —2,472 —^ 0,758 0,833 — 0583 = 0,16 | = 0,224 
у = 2,472 зп х | 0,833 зт 3х -{ 0,160 эт 5х+...... — 0,758 созх — '0,533 соз 3х + 0,224 соз5х +... .= 2,585 (0,957 зтх — 0,2925 созх)-[- 
- 0,989 (0,851 т 3х -|- 0,520 соз 3х) -| 0,268 (0,56 эт 5х - 0,83 сов 5 +. ..,..... = 2,585 зш (х — 17°) + 0,989 эт (3х — 32° 40!) -- 


- 0,268 эт (5х-}] 569) -- 


Три первые гармоники найдены н могу1 быть нанесены на чертеж. 
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=" ыы 


т Фурье- Способ второй есть собственно способ неопределенных 
В: 
в —9 коэффициентов. Равенство 


Ума, со5 х-Р а» с0$2х-- аз сз 3х... 
1 эт х-- В, зп 2х р зт 3х р... 


должно иметь место тожественно. Если мы знаем, например, и зна- 
чений у и соответствующие им значения х,мы можем составить 
п уравнений для коэффициентов а;, 6;. 

Число коэффициентов ряда Фурье бесконечно велико, олнако, 
из общей теории известно, что они довольно быстро убывают, так 
что на практике редко вычисляют дальше четвертого — пятого. Такое 
число коэффициентов легко получить, разделив интервал 2* на 12 равных 
частей, например, положив 


У— в -| а, созх -|- а» с0$ 2х-|-@; с0$ 3х а4 с054х-- а, соз5х-- 
-Н ав соз 6х -|- 6, зтх -|- 6. зш 2х-- 6; чт 3х -|- 6, зп Ах-| 6, эт 5х. 
\ 
Давая х последовательно значения 


я 
С сео 


составим 12 линейних уравнений с 12 неизвестными : 


У = -а а -- а -н а -- 46; 


УЗ - 1 1 УЗ. 1 Из 
У == @ -|- —5 а1 5—5 а. — 39 а — а 2 в 5-Е 


з 2 == @ 5 @ — 5 92 — @3 — а а в + 0-Е 
У 2 2 2 5) 2 
УЗ. РЗ Ш 
а: 


Уз == @ — аа — а — 6:-|-55; 


1 1 | 1 Уз 
У == 40 — 54а — о @— д — о а 9 В, — 
а М №) 
во 


Г] 
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Иа. 1 2. ИЗ 1 Зо 
У5 — 40 —- а, | я а, а; — в -- 2 в —2: 6 -|- 
Зи 
а 
Ув == — а: |- а, — аз-|- а — ав; 
ка. 1 1 (Э. 1 3 
ищи — И @ В а 2 а, | } 2 @к — @ ыы Ее 6. — 
р 1 
ыы 56; 
а а — о аа — ца —ьа 4 
„Уз — @5 Ре 2 4? 3 2 Ч АО зу 9 
Уз. Е Уз 
И я Ь; ; 
Уз = — @- а — &% — в -- 63 — 6 
1 ИЗ 
Ум -— та а 5 аа-|-. ть ав — ЗВ — 
ы Уз Уз» Е 
Ре Ь. -| 2 р - 565; 
йЭ 1 1 5 1 3 
пет |- ое 5’ @1 к -@ь — 6 — о: же 
Е у 5-е 


Умножая полученные уравнения на соответственно выбранные 
числа и складывая, найдем ь 


12% == У + У + Уз + Уз + У, + У + Ув У: + Ув + У + У + У; 


3 1 | ой из 1 
6, = ИЗ, + Уж У5 г т щи 


1 3 
5 ль Г т С 


1 1 1 1 1 
645 — У + ол: ЯР -5 №8 + в Я ыы 


1 1 1 
Е — 9 оо 
ба; = У — У» + у. -— Ув + Ув — У; 


1 1 1 1 1 
ее А Е ор м 


1 1 1 Г 
5 + 5 — 2 Уи Уи; 
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3 1 1 Уз (3 1 
бу -— 3 в 5—5 +, — Ея у, + УЕ 


1 3 
ее 


1246 — Уо— Ув + У — Уз — У + %—м-+ У — + Уи Уп 


1 из из 1 1 Г3 ; 
66: = 5 у! +, Е Уз + у уе Ч = 
(3 1 
ую ув; 


3 29 73 /3 из (3 45 
66, = ИЗ, Еф и-Е вер т: Е ме — 


Из" — 
— =; 
66; — У; — Уз + у5—У; + »— Уи; 
/З 3 (3. 3 3 
бы Ау, — НУ и И. 
3 9 
г „У1о — ь У; 
1 (3 3 1 /3 
б-р ВРУ, яж ем == №52 
73 1 
г и Зы. 


Нетрудно видеть, что полученная нами таблица совершенно совпа- 
дает с составленной в предыдущем параграфе. Очевидно, что и точ- 
чость ее должна быть такой же. 

Эта таблица интересна во многих отношениях: во-первых, 
она проливает новый свет на погрешность прибли- 
женного вычисления коэффициентов интегралами, 
показывая, что мы получаем результат, как если бы отбрасывали 
все члены ряда, начиная с 4:с0$7х и 6, зибх. Зная порядок ве- 
личины этих членов, мы можем оценить погрешность, если не отдель- 
ных коэффициентов, то всего результата, что собственно и требуется. 
Во-вторых, алгебраический способ не трёбует зна- 
ния интегрального исчисления и, значит, доступен более 
широкому кругу, так сказать, потребителей ряда Фурье. 

В третьих, наконец, она допускаег дальнейшее 
развитие. Положим 


Е ь , 
—ж—Ж————————д—————А———— 


Ряд Фурье. 
У + У1=9, У! — Уз = 
Уз - У = 95 „Уз — Уш ==. 
Уз У =9. (По бжфм = (2) 
У Уз =®, У— У =“: 
У5 + Ут =% А == 
Тогда наша таблица обратится в следующую: 
1240 = У% + «и 92 + 95 + 9, + 95 + У 
3 1 1 Г. 
ба, = у, + Е © +5 о —= о ак г. 
1 т 1 
Ваз ЖИ 50: — 9—5 а - 9 5+ 
ба; — Ур — 9 +9, — У 
1 1 1 1 
ба, = Уз О-о 0 4-5 АХ 
З 1 1 из 
ба — У ее я + 9 92 о иг г 95 — Ув (3) 
12а == у — + 9—9 9—9, ео 
бе уч + За, + м + ЕС + 5 
ие й Е. 
сре Зы + ИВ 
66. — — —- 0» 
} Г 3 Уз /З 
6, = 4: — т чо} о За — К 45 
И /З 1 - 
665 = у, — Ач, = д — +5 %.. 
Введем дальнейшие обозначения: 
У + У = Ро Ус — У = 9 
«1-Е 95—81 9 — 9.5 =! 
{+ 9. =рь (4) 9—9: 42 (5) 
1 
«1 - 5 =/, 1 — 410; == $1 


0 Ш: — и, 


— 52 


3 — Г. 


и напишем окончательно : 


ОНИ 
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124% == ро + ри + р> + ра 
124; = рр — р, + рэ — рз 


3 1 
ба 91 + 5 9 


1 
ба» — ро +-5 (1 — 2) —Рз (6) 


баз — 9: — 9> 


1 
ба — Ро — 5 (ру + рэ) + р: 


3 1 
бо Ио Ре -2 9 


66, = (+39 © 0) 


Итак, для разложения функции в ряд Фурье, мы составляем 
сначала равенства (1) и (2), затем (4) и (5), наконец, (6) и (7), 


которые дают уже искомое решение. 
в ряд Фурье функцию, заданную 


Пример 1. Разложить 
таблицей. 


0 


09. 0,59 ол 1,10 
| 


Системы (1) и (2) дадут 


=) 
© ==0 
= 
м 9 == 
9, =—= 


Системы (4) и (5) дадут 


Ро =0 
р, =0 
рз=0 
рз-=0 
п =3,40 
Г. == 3,38 


г = 1,64 


мо 0 | == нид] 082] — 05] 030 


«1: == 0,60 
«> = 1,18 
4. — 1,64 
90; — 2,20 
0; — 2,80. 
9 = 

91 =0 

92 = 0 

$1 —=-—2,20 
52 —= — 1,02. 


Ряд Фурье. 139 


Отсюда, помощью систем (6) и (7), найдем 


12% =0 66, — 1,7 + 0,867 . 3,38 + 1,64 —= 6,265 
12а, =0 66, — — 0,867 (2,2 + 1,2) = — 2,79 
ба, =0 66. = 1,76 
ба. —=0 66, —=0,867 (—2,2 + 1,02) = — 1,02 
ба. =0 66; —1,7 + 1,64 - 3,38. 0,867 — 0,42 
бил == 
ба; =0, 


Т.-е. искомое разложение есть 
Е (х) = 1,044 зшх — 0,46 зт 2х - 0,29 зш 3х — 0,17 эт 4х + 
+ 0,07 зш 5х + ... 
Пример И. Разложить в ряд Фурье функцию, заданную гра- 
фиком, взятым с самописца. 


и 
р х 
0 
Рис. 18. 
Составим по графику таблицу 12 значений функции. 
| | 
о |123 +] 5 [в ИТ | и 
0 | о || #5 6 | 2,8 зи 0 |-ы —26] — ив —21 — 34 
| 
Составим таблицы (1) и (2) 
9 = — 1,7 ° №; —=5,1 
> = — 0,2 <, —5,4 
<. = 0 92 
и = 0.2 0; — 9,4 


95 ==1,7 4. = 5,1. 


м И в р Ч И Ш Ь Ш 
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Составим таблицы (4) и (5) 


Ро =0 б== 
р. =0 91 = — 3,4 
рз = 0 92 ==— 0,4 
рз =0 
м — 102 ==) 
г. — 103 5—0 
92 
Вычислим коэффициенты искомого ряда. 
124 —0 
12ав == ® 
ба; = — 3,4 . 0,867 — 0,2 —= — 3,15 
ба. = 0 
ба., = 0,4 
ба. =0 


ба, —3,4 . 0,867 — 0,2 —2,75 
66, —=5,1 + 0,867 . 10,8 -| 3,2 — 17,65 


66. —=0 

ОЕ—=7.0 

66, —=0 

66; —5,1 — 0,867 . 10,8 + 3,2 — — 1,05. 


Искомое разложение есть 


Е (х) =— 0,53 созх-Ё 0,07 созЗх + 0,46 созбх +... 
‚ + 2,94 зтх + 1,17 зш 3х — 0,17 зт5х +... 


Замечание. В книге проф. Уайттекера (\/Бакег, Те 
Са1сшиз оЁ ОБзегуайопз, Гопаоп, 1924), откуда заимствован послед- 
ний изящный формуляр для приближенного вычисления коэффи- 
циентов рядов Ф урье, содержатся еще некоторые развития наших 
формул, например, на случай 24 интервалов вместо наших 12 для 
более точного вычисления и, наоборот, для 6 интервалов для более 
скорого (и, конечно, более грубого) вычисления. 

Задача. 1) Разложить в ряд Фурье функцию, заданную табли- 
цей: 


поинтов атошииачан чааичотвшьвышьв один шпипшшшшишьппчшпшшш 
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2) Разложить в ряд Фурье функцию, заданную графиком: 


Рис. 19. ь 
3) То же для графика : 


Рис. 20. 


Замечание. Повидимому, довольно быстро получается резуль- 
тат также помощью формуляра Ципперера (Пг. ше. ррегег- 
Таеп хиг ВагтопзсНеп Апа1узе репо@зсНег Сигуеп, Вей, Зрипеег 
1922). Описание этого ‹формуляра несколько длинно и мною 
приведено не будет. Читатель, которого не удовлетворял бы при- 
веденный мною формуляр, смог бы познакомиться с таблицами 
Ципперёра по вышеназванной брошюре их автора. 

Гармонические анализаторы, т.-е. приборы для механического 
вычисления коэффициентов ряда Фурье, не будут здесь описаны. 
Лишь, на всякий случай, упомяну, что приборы эти состоят в суще- 
ственном из планиметра или интегратора, к которому присоеди- 
няется особый механизм, помножающий ординату у на $и1ёх или 
с0$ &х. Наиболее дешевый из этих приборов есть, повидимому, гар- 
монический анализатор Мадера (Мадег — Германия). Безукоризнен 
по изготовлению, но лорог, гармонический анализатор Генрици 
(Непис!), изготовляемый фирмой Коради (Согаа!) в Цюрихе. 

Наибольшее число коэффициентов — до 80 — дает гармониче- 
ский анализатор Майкельсона (М!сВе!зоп) в Америке. 


УИ—4-г 


УШ— 1. 


Случайные 
ошибки 
измерения. 


УМШ—2—а. 


ГЛАВА ВОСЬМАЯ. 


ТЕОРИЯ ОШИБОК НАБЛЮДЕНИЙ И СПОСОБ НАИМЕНЬШИХ 
КВАДРАТОВ. 


В предыдущих главах было достаточно выяснено, что вычисле- 
ния техника, физика, астронома производятся почти исключительно 
над приближенными числами. Там же были указаны приемы реше- 
ния различных задач с такими числами и определения: 

1) погрешности окончательного результата, если даны погреш- 
ности исходных чисел и действия, которые над этими числами про- 
делываются; 

2) допустимых погрешностей исходных чисел, если задана по- 
грешность результата и действия. - 

В настоящей главе, во-первых, будет исследовано, так сказать, 
происхождение упомянутых выше исходных чисел, получающихся 
из наблюдений. Для этого будет сделан анализ ошибок на- 
блюдения и показаны приемы, с одной стороны, возможного 
устранения случайных ошибок, с другой — вычисления высшего пре- 
дела ошибки неустранимой. 

Во-вторых, основываясь на построенной теории ошибок, мы 
решим задачу составления уравнения, связывающего 
переменные величины, зависимость между кото- 
рыми задана таблицей. 

В-третьих, мы покажем прием решения (приближенного) си- 
стемы линейных уравнений, когда число уравнений 
превышает число неизвестных — случай весьма частый 
в практике наблюдений. 

Примеры и задачи будут заимствованы преимущественно из прак- 
тики лабораторных, геодезических и гидрографических измерений. 

Приступая к измерению той или иной величины, мы тем самым 
молчаливо предполагаем, что эта величина имеет некоторое, вполне 
определенное условиями опыта, нам неизвестное, значение. Это зна- 
чение ее мы называем истинным значением. 
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й 


Целью измерепий является найти это истинное значение. Однако, 
приступнв к измерениям, мы немедленно убеждаемся в неясности 
термина „истинное значение“. В самом деле, произведя наше изме- 
рение несколько раз, мы, несмотря на полную, казалось бы, тоже- 
ственность обстановки опытов, обычю получаем результаты не- 
сколько различные. 

Вместо одного числа х, которое мы ищем, мы получим из опыта 
ряд чисел 


Какое же из них является истинным? Или как получить это 
истинное значение? Одинаковая обстановка и тщательность измере- 
ний не дают нам оснований предпочитать одно низ х; другим, все 
они равноценны и, значит, все ошибочны. 

Причина ошибок лежит, очевидно, в мелких различиях в усло- 
виях производства измерений, — различиях, которые, частью по своей 
малости, частью по переменчивости, не могут быть устранены сред- 
ствами экспериментатора. 

Такие ошибки называют случайными ошибками измерения. 

Примеры. 

1) Из одного орудия при одной установке вынускают одинако- 
вые снаряды. Эти снаряды, конечно, не попадут в одну и ту же 
точку цели. Причины: не идеальная тожественность порций взрыв- 
чатого вещества, неощутимые различия в механических свойствах 
снаряда, в установке, в упругих деформациях орудия и снаряда, 
в переменчивости ветра и т. д. 

2) На геодезической съемке измеряется один и тот же угол, — 
результаты несколько различны. Причины: колебания воздуха, не- 
ощутимые различия в установке вехи, инструмента, может-быть, 
колебание почвы от проехавшего экипажа или грузовика и т. д. 

Мы не могли бы устранить случайные ошибки, если бы их 
нельзя было подчинить некоторым законам. 

Основные свойства случайных ошибок. Предположим, что 
результаты измерений нанесены нами на график в некотором мас- 


0 А ав В 

о 
Рис. 21. 

штабе и пусть ОД... Оа... ОВ... ОВ будут соответствовать най- 

денным нами значениям. Обычно, если только измерения сделаны 


Свойства 
случайных 
ошнбок. 


УШ—2—6 


Истинное 
значение и 
среднее 
арифмети- 
ческое. 
УШМ—2-— в. 


Прави иван тпичипаниниа жи пп пошив ыапанананай 
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тшательно и ошибки грубые и систематические не влияют на ре- 
зультат, концы отрезков х; располагаются внутри некоторого отрезка 
АВ, вообще говоря, неболыного сравнительно с ОА и ОВ. Пови- 
димому, где-то внутри этого отрезка надо искать и конец истин- 
ного х. Расположение концов х; внутри АВ обычно неравномерно, 
но при большом числе измерений существует одна точка сгущения. 
Естественно искать истинное значение х внутри этого сгущения. 
Приведенные геометрические соображения могут быть формулиро- 
ваны в виде следующих основных свойств случайных 
ошибок: 

1) случайные ошибки А; =х—х; не уе все 
одного знака; 

2) абсолютные величины их ограничены некото- 
рыми пределами (на чертеже | х—х; | < АВ); 

3) чем больше абсолютная величина ошибки, тем 
реже она встречается. 

К изложенным 3 свойствам — качественным — добавим одно 
свойство количественное: 

4) если число наблюдений п конечно, сумма по- 
грешностей положительных приближенно равна 
сумме погрешностей отрицательных, т. -е. 


Когда число п возрастает и стремится к бесконеч- 
ности, то последнее приближенное равенство стре- 
мится стать точным, т.-е. сумма всех погрешностей 
стремится к 0. 

Последнее свойство менее очевидно, чем 3 первых, однако, из 
теоремы следующего параграфа читатель убедится в естественности 
и полезности этого 4-го предположения. 

Теорема. Зная ряд наблюденных значений искомой 
величины х:, %-,..... хи, мы найдем истинное ее зна- 
чение, как предел, к которому стремится среднее 
арифметическое и наблюденных величин 4“ при 
бесконечном возрастании т, т.-е. 


р 
1 


1я = 


— Шт 


п э> со 


! х Е 
п 


| 
х — Ши 1% 
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В самом деле, когда п конечно, на основании первой части свой- 
ства 4-го предыдущего параграфа, 
Я (хх) = мы .... хи 0, 
откуда 
р а он 


п 


На основании второй части того же свойства 
жх, +... я 
п 


х —= Шт 
>С 

Изложенной теоремой пользуются на практике для приближен- 
ного определения искомой величины, полагая 


мх.-+... хх 
Е | 


ий п 
Разность (х—^”) называют погрешностью или 
ошибкой среднего арифметического. Ниже будут даны 
формулы для определения высшего предела этой разности. 
Задача. Два наблюдателя, независимо друг от Средняя 


друга, наблюдали некоторую величину а и полу- нары 


чили, соответственно, ряды чнсел ность. 
УШ—2—г 
Тов оао, д 
„У, У», беосос „Ут 


из которых вывели значения для а, равные соответ- 
ственно 


_ м+ж... и-у.--.... м4 
== рт — И у и о 
при чем оказалось, что х-Еу. 


Какое из чисел ху заслуживает большего дове- 
рия? 


На практике задачу решают нередко, так сказать, психологи- 
чески, отдавая предпочтение более известному исследователю и луч- 
шей лаборатории. Однако, и это не всегда возможно, ибо как рас- 
ценить, например, сочетание хорошего наблюдателя и плохой лабо- 
ратории, или наоборот? 

Необходимо установить внешний критерий для суждения о 
качестве наблюдения. Такой критерий сразу получается, если взгля- 
нуть на график $ УШ— 2—6. Очевидно, что случайные 
ошибки устранены тем полнее, чем меньше отре- 


Практика вычислений. 10 


Ср. квадр. 

ошибка и 

ср. арифм- 
УШ — 2 — д. 
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зок ДВ (при равных масштабах) и чем интенсивнее 
сгущение. 

Такова геометрическая формулировка критерия. В переводе на 
язык вычислений мы скажем, что наблюдения тем точнее, чем меньше 
абсолютные величины погрешностей: Однако, такая форму- 
лировка еще недостаточна, ибо некоторые наблюдения худшей серии 
могуг быть лучше некоторых наблюдений лучшей серии. Вычисли- 
тельный критерий должен учитывать всю совокупность наблю- 
дений. На первый взгляд естественнее всего взять за характери- 
стику среднюю абсолютную ошибку вычислений 


однако, такое А неудобно в вычислениях с буквами, необходимых 
для вывода общих формул теории. Вместо него беруг А, опреде- 
ляемое равенством 


Е-Е. 


Величина А называется средней квадратичной ошибкой 
наблюдений. Она удовлетворяет вышепоставленным условиям и 
Даже дает результат более резкий. Чем больше \, тем хуже наблю- 
дения. 

Пример. Истинное значение некоторой величины равно 5 (мы не 
входим в способ получения этого числа). Для ее вычисления полу- 
чены два ряда значений: 

№) Ва Ве 65 а Бы 250 

И; 5:8. 5:3:4.8; 4,45: 

Вычислить средние квадратичные погрешности. 

В формулу средней квадратичной ошибки предыдущего параграфа 
входят погрешности всех отдельных значений величины, полученных 
при измерении. Эти погрешности могут быть вычислены только тогда, 
когда известно истинное значение искомой величины, т.-е. на прак- 
тике никогда. Эта формула не имела бы никакого практического 
значения, если бы не существовало тесной связи между понятиями 
среднего арифметического и средней квадратичной ошибки. (Связь 
эта выясняется из следующей задачи. 
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Задачи. Дан рял наблюденных значений некоторой 
величины 


было шунЕтим. 
Решаем по обычным правилам дифференциального исчисления 


РИ -. Ро 
(= (а хд=0 


ПЕ, 0 
жж... НХ, 
‚и 
при этом 
42 
— (А) =2>0 
р ) г. 
т.-е. среднее арифметическое чисел х:,Х.,....хи есть 
то число, которое, будучи принято за истинное зна- 
чение величины дает среднюю квадратичную 


ошибку наименьшего значения. 

Таким образом к причинам, которые побуждали нас в $ УШ — 
2 —в принимать среднее арифметическое ‘за истинное значение 
величины, присоединяется еще одна. 

В настоящее время может быть решена задача, поставленная Ошибка 


в $ МИ—2—в об ошибке средиего арифметического. арифметай 
Введем обозначения: МИ 

х — неизвестное истинное значение искомой величины, 

х,х....... хи = наблюденные значения искомой величины, 


п 
=, У х; — среднее арифметическое наблюденных величин, 


= 

п х —й, — истинная погрешность наблюденных величин, 

8; = х®) — х; — погрешность наблюленных величин относительно 
среднего арифметического их, 

р =х — ^^) — погрешность среднего арифметического. 


Задача заключается в выражении ОД через известные величины. 
Очевидно 


> и ИЕ | ол. 
В=х— ох: = „их — Ух = хд = „А; И (0) 
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Последняя сумма стремится к 0 с возрастанием п. Тогда и О 
стремится к 0, т.-е. среднее арифметическое стремится к истин- 
ному значению, как то и следуег из основных положений. 

Отсюла 

по =ХА; 


27 — (ХА) = У Ал +2 г» |" зе. (@) 


! 


гле знак ' у суммы означает, что произведения, которые входят 
в сумму, не имеют повторений значка. 
С другой стороны 
9:—== х) —х; 


(Им) 
ит. -Е. 


Хх = — 6, 
А— ххх х®-х®—х—р--&. ... (3) 
Подставляя найденное выражение А; в формулу (2), найдем 
п? = (р -|-- 802 ---2Х'АА, = поз -|- 20% 8, -|- У8,? 2 АД». 
Откуда, приняв во внимание, что »5;=0, получим 
пе А 
Нетрудно показать, что последний член правой части равен- 


ства (4) при достаточно большом п непременно отрицателен. 
В сямом деле, согласно равенству (2) 


(ХА) — ХАР-- 2 АА, 
Когла и возрастает и стремится косо, левая часть последнего 
равенства убывает и стремится к 0, т.-е. 


А-З Ар) > 0, 
иначе 
ВУ, ВА), 


т.-е. 2’ А, А, < 0, если п достаточно велико. 
Отбросив в правой части равенства (4) член 2У'А А», мы увели- 
чим эту часть, т.-е. из равенства (4) найдем 


п (п — 12? < Ув 


В Е „ОА Е) 


если только п достаточно велико. 
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На практике вместо неравенства (5) пишут нередко равенство 


= Е "Я Е 
р ==} В" 1. - . (6) 


разумея под Д высший — ноложительный или отрицательный — 
предел изучаемой величины. 

Что касается определения величины л, начиная с которой фор- 
мулы (5) и (6) верны, то тут, к сожалению, невозможно дать ни- 
каких простых правил, ибо это п, естественно, зависит от всех 
обстоятельств, сопровождающих измерения. На практике эта неопре- 
деленность особых неудобств ке вызывает, ибо формула (6) имеет 
скорее качественное, чем количественное значение. 

В самом деле, формула эта отвечает на вопрос: каков высший 
предел разности между истинным значением интересующей нас 
величины и срелним арифметическим тех значений, которые полу- 
чились при м измерениях. 

На этот вопросзнаша формула дает ответ, который может быть 
получен и формулирован (приближенно) следующим образом: для 
больших п числитель » 6? растет гораздо медленнее, чем знамена- 
тель й(п— 1). В то же время, когда и настолько велико, что 


1 
2% где = есть отиосительная погрешность измерений и вычис- 


лений, можно счесть п(п — 1) > ^?. Тогда 
62 
[21< ИА исх №. 


т.-е. высший предел |Р\| приближенно обратно пропорционален 
числу наблюдений. 

Для количественного определения ДР пользуются, конечно, фор- 
мулами (5) и (6), не углубляясь, особенно, в рассуждения о вели- 
чине п. 

На основании соображений теории вероятностей, на которых 
невозможно здесь останавливаться, берут нередко, вместо погреш- 
ности 0), определяемой формулой (6), так называемую вероятней- 
шую погрешность средн. арифметического Ю-В. 

Пример. Вычислить среднее арифметическое и его вероятнейшую 
погрешность по 24 измерениям некоторого угла +, измерявшегося 


на ст. Расаззеё в Массачузетсе при съемке С.-А. Соед. Шт. (Мег- 
ппап). 


ероятней- 
шая по- 

решность 
дного на- 
людения. 


Ш—2—ж 
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116° 43’ 44,45" 116° 43’ 49,00" 
50,55" 52,35" 
50,95" 51,30" 
48,90" 51,05" 
49,20" 51,70" 
48,85" 49,05" 
47,40" 50,55" 
47,75" 49,25" 
51,05" 46,75” 
47,85" 49,25" 
50,60" 53,40” р 
48,45" ь. 

51,75" 1 — 1169 43’ 49,64" 
У 82 — 92.15 


р=-У 225 = 10,167 = 0,409" 


В —-0,273" в 


Формулы, развитые в последних параграфах, решают, так сказать, 
ретроспективную задачу, т.-е. для неизвестной величины х мы нпо- 
лучим из опыта п значений х1, х,...х„) что можно сказать, если 
отвлечься от случайных погрешностей измерений, об истинном зна- 

`чении, которое имела эта величина? 

Однако, в лабораторной и, особенно, в технической практике 
представляет нередко гораздо болыший интерес другая задача. 

Если известно, ито при п измерениях величина х оказалась 
равной соответственно ж, х>,...х,, что можно предсказать о 
значении этой величины при (п-|- 1)-ом измерении, т.-е. об Ха? 

Например, изолирующее масло данного сорта при 500 испыта- 
ниях пробивалось при напряженнях, записанных в таблице-прото- 
коле испытаний. Что можно сказать о пробиваемости этого масла 
при его техническом применении? Если считать техническое приме- 
иение продолжением опыта, мы имеем, как раз, вышепоставленную 
задачу. 

В теории вероятностей доказывается, что вероятнейшая 
погрешность (п--1) измерения близка к Е средней 


квадратичной ощибки и измерений, т.-е. 


Р 
И. 


————щаАА—_——ы—дод—_д_дон——ААнн—А„ААУЗУАА 
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где 
тел 
А, ВАЙ .. ее 2) 


Выразим А через известные величины 
Ах м=х—®-х®—х,—р -- 4,. 


Отсюда 
2) 1..п 1 1 т, 
АЯ У (Р-НА 0-22 у а У == 
1 В 
= 0*-{, Уд 
или 


1: 
я пера а а -Э 


На основании формулы (2) и последующих рассуждений предъ- 
идущего параграфа, напишем для достаточно большого п 


Тя 


пр < В АР; пр? < пА?; пк .... (4) 
Уравнение 9 этого параграфа, мех в форме неравенства 


с 


пи 
У62 
НОР и . (6) 


Заметим, как и выше, что вместо неравенств (5) и (6) нередко 
пишут равенства 


ПА Аз у 62; ие < У О 
р 


= 
о. 


разумея под А и гвысшие границы для средней квадратичной погрешн- 
ности п измерений и для вероятнейшей погрешности (и-- 1)-го из- 
мерения. 

Пример. В примере предыдущего параграфа 


=? 1,35" 


Не менее плодотворным оказывается введение средней квадратич- Способ наи- 
ной погрешности при обработке более общих результатов наблюдений. а 
Способ наименьших квадратов. Пусть опыт должен дать УИ 3% 


не только одну определенную величину, но зависимость 


152 Теория ошибок наблюдений и способ наимен. квадратов. 


между двумя переменными, одну из коих принимают 
за аргумент, другую за функцию. 
Пусть в результате получена таблица: 


Требуется выразить зависимость между х 
| х 7 | и у уравнением. 

вы Такое уравнение есть первый шаг к вы- 
о" ^ работке словесной формулировки закона. 
а Тм. Форма зависимости неизвестна. Следуя пути, 
. принятому в математике вообще, изучим 
я : зависимости алгебраические: линейную, квад- 
- . ратичную. Эти зависимости оказываются при- 
п Уп менимыми в весьма болышом числе случаев, 

! встречающихся на практике“ ” 
Линейная Пусть, нанеся нашу таблицу на график, мы получим расположе- 


виси- 
ее, ние точек, примерно, показанное на чертеже. Легко заключить, чго 


УШ — 3 —6,. возможно полобрать линейную зависимость между хи у, довольно 
хоропю выражающую таблицу. Эту 
зависимость мы можем получить гра- 
фически, прочертив на глаз прямую, 
‚показанную на чертеже пунктиром 
и взяв ее уравнение. Однако, здесь, 
как и в большинстве графических 
вычислений, мы ничего не смо. 
жем заключить о точности 
нашего уравнения. 

Применим вычисление. Положим, Рис. 22. 
что искомое уравнение имеет вид 
у=тх--р, где тир неизвестные параметры. Для нахождения 
последних имеем из опыта систему уравнений 


и — тм -—р=0 
Уз — тхо— р=0 


У —тх,—р=0 


Число уравнений превышает число неизвестных, и, значит, си- 
стема, вообще говоря, несовместна, т.-е. не существует пары чисел 2 
и р, которая удовлетворяла бы всем уравнениям. Применим при- 
ближенную методу. 
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р Ш 


Если решения системы приближенны, они обратят левые части 
уравнений системы н> в нуль, но в некоторые, н:большие, очевилно, 
числа, которые мы обозначим соответственно через 


® 
В ЕЯ инь 


Тогда наша система перенишется в следующем виде: 
5, =у,— тх, —р 


= у. — тх.-—р 


ау =. И, 


назовем в, погрешностями уравнений и постараемся определить 
т и р так, чтобы 2—8 была наименьшей. Тогда задача све- 
дется к элементарной задачг на тахипа-пиайла. 

Очевидно #52 == У (у;— тх, —- р)?. Дифференцируя по тири 


приравнивая производные нулю, найдем систему двух уравнений, 
определяющих 277 и р. 


9 №] Л 

дт #8" = - 2% (у — тх— р)х,=0 
9 ©. р 

= пб? —= —2Ъ(у;— тх‚— р) =0 


или, что То же, 
(ух: — тхР — рх)=0 


Х(у— тхг- р)=0 
Разбивая каждую сумму на 3 суммы, придем к системе 
УХ жмут = 0 
Ху—т»Ух;: — пр=0 
и, наконец, к системе 
тУхе--рух;, — УХ ху =0 
тУх {пр — Ху =0, 


гле т и р суть взличины неизвестные, все суммирования выпол- 
няются от 1 до п, коэффициенты же № хр, Ух, У жу, Уу; могут 
быть вычислены на основании данной таблицы, связывающей х и у. 


УШ—3 — 6.. 


154 Теория ошибок наблюдений и способ наимен. квадратов. 


-® —— 


Разрешив написанную систему двух линейных уравнений с двумя 
неизвестными — эгу систему называют иногда нормальной — найдем 
значения 72 и р, удовлетворяющие поставленным условиям. 

Ниже будут даны примеры решения таких задач. Однако, сейчас 
же должен быть разобран вопрос о погрешности найценного ре- 
зультата. 

Допустим, что мы пришли к уравнению 


у—тх—р=0. 


Подставим в уравнение последовательно хи, У1; Х», У›;.-.., Хи, Ун 
и получим погрешности уравнений относительного среднего арифме- 


тического. 
81 = у, — тх, —р 


5. ==> —775 = 


^ 
би == Уп — тхи — р. 
при чем, очевидно, 


Средняя квадратичная погрешность одного уравнения равна 


лу 


55 
Зее 1 : 

2 
вероятнейшая погрешность одного уравнения х= 5 В, 


Погрешности построенного уравнения будут соответственно: 


Убе — 
: — ВЕ 
средняя 2 = и У. Е: У 


у =. 


вероятнейшая Ю = =" т. 


Замечание. Вычисление погрешностей представляет не акаде- 
мический только интерес, ибо если бы погрешность оказалась пре- 
вышающей лопустимый высший предел, мы узнали бы, что взятая 
форма уравнения не годится и должна быть заменена более слож- 
ной. 
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Е ее 


Пример [. Найти линейную зависимость между х и у, связан- Примеры. 


ными таблицей. УШ—3— 6.. 
о При решении удобно пользоваться 
>. | ыА ниженриведенной таблицей, в которой 
у Вы первые 4 столбца служат для вычисле- 
р ты ния коэффициентов нормальной системы 
11 8,05 уравнений, последние же 3 столбца слу- 
м а жат для вычисления погрешности и за- 
2.5 18,00 полняются после решения нормальной 
системы 
Г. | У ху хз У | У —у | (у — У 
> Е 
03 238 | ол 0,09 2,38 | о в 
0,5 3,80 1,90 0,25 3,80 0 0 
1 8,05 8,85 1,21 | 8,05 0 0 
1,2 877 1052 | 144 | 876 | —001 0,0001 
1,9 13,73 26,10 3,61 13,71 — 0,02 0,0004 
2,5 18,00 45,00 6,25 17,96 — 0,04 0,0016 
| ! 


"Пж- ее | 
| | — 0.07 | 0,0021 


] 
7,5 | 54,73 | 93,08 12,85 


Заполнив ‘столбцы х, у, ху, х? и просуммировав, составим нор- 
мальную систему уравнений. 


12,85т -- 7,5р — 93,08 = 0 
7,5 т бр— 54,73 =0. 

Коэффициенты нормальной системы обычно сложны, поэтому 
для уравнивания коэффициентов их, лучше всего применять приве- 
ление к единице. Для исключения р перепишем систему в форме 

1,715т 5 р— 12,41 =0 
1,25 т--ррЫ— 9,12—=0 


0,465т — 3,29 =0 
т == 7,08; р = 9,12 — 8,86 — 0,726. 


Искомое уравнение есть у— 7,08х -|- 0,26. Это уравнение играет 
Фоль среднего арифметического. Вычислим помощью его у для зна- 
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чений х, стоящих в заданной таблице, и впишем их в столбец у’ 
таблицы. Составим столбец (у’—- У) и убедимся в том, что сумма 
его весьма близка к 0. Она была бы точно равна 0, если бы мы 
делали вычисления точно, не пренебрегая последними знаками. 
Вычислим погрешности. (Средняя квадратичная ошибка одного 
уравнения 
Я и 0,0004 — Е 0,02. 


Погрененость найленного уравнения 
0.2021 
р=И 3" = И/со01=+09 


Вероятнейшие погрешности ‹у ть 


г— 0,013 в —- 0,007. 


Так как у изменяется от 2,38 до 18,00, то вероятнейшая погреш- 
ность составляет от 0,3 — 0,039, 0, т.-е. ничтожно мала, вследствие 
чего полученный нами результат должен быть призиан вполне хо- 
рошим. 

Пример И. Из опыта получена таблица зависимости магнитной 
индукции от напряжения магнитного поля. Ищется уравнение зави- 
симости В от Н. 


В Н 
1200 1,84 
5100 3,68 
7200 5,52 
8300 7,36 
8850 9,20 


9400 11,02 
10200 16,56 
10300 22.02 
10500 27,60 ы 


Составив, как выше, нормальную систему уравнений и, определив 
все 4 погрешности, убедимся в том, что линейное уравнение не 
может выразить искомую зависимость сколько-нибудь ‘удовлетвору- 
тельно. Вынолнение вычислений по приведенной выше схеме пред- 
лагается читателю. 


воины идти отвал аш ьжтпипишживиич пап львы ный 
Квадратичная зависимость. 157 


ее === 


Задачи и упражнения. 


Задача [. Найти, линейную зависимость по таблицам: Задачи. 
УШ —3— 64. 
(а) (6) (в) 

1 мы НИС ще" 7 
1,2 1,56 5 |144 3 | 3 
1,9 | 3,95 7 |184 4 4 
25! 010 1 | З096 р | р 
3,1 8,15 13 | — 32.0 10 9 
3,5 | 9,55 2% |588 12 10 

39 


4,1 11,65 29 | — 67,2 44 


Задача !. При определении чувствительности гальван тра 
помощью потенциометрической схемы получена следующая ь 
мость между зашунтированным гальванометром, сопротивлением г 
и отсчетом по шкале п. 


о [ааа 569 ю и 


Г ИСТ р | 
п [95 20/5) 41,8, 62.85] 83.6] 1045 125.4] 146,25 167,4 1888) 209,7| 231,2 


Выразить эту зависимость линейным уравнением. 
Квадратичная зависимость. Пусть график, выражающий нашу Квадратич- 
таблицу, имеет вид, показанный на чертеже. ие Е 
Очевидно, что возможно провести т о. 
кривую, напоминающую — параболу < 
и проходящую вблизи всех точек чер- | 
тежа. 
Напишем уравнение параболы 


в форме . 
у—аж-- хе. . : 


Число неизвестных коэффициентов 0 * 
равно 3, и, значит, число нормаль- 


ных уравнений также равно 3. Е 


Составим эти уравнения, как выше 


ИА р 2 
о — 31, — ах ве) 
5 \ 
: 
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к у" ( 

ПО ыы. 9 \ В, АЕ”, х?=0 
да } 
д 1...п 
—— м0? — 9 = ‚—ахр — фбс ]х; =0 
ОВ я У 1 1 / 4 
9. и 
-3е = — 2 “(и -ах— вис) =: 
С я 
Т...п 1...м 1...п 1...м 


и —0 и к —0 
Га 1 т 


И я 1..." ИС 
41 з 
а \ хаА-РЬ У хА-е УР у. хру.=0 
т 1 В 1 


ве Т...Я 
а г ха Ь и хе Ри р ху == 0 
: 


7 т 


Т...п Увы я 


орех о 
: : 


Разрешив последнюю — нормальную — систему относительно а, 
5, с, найдем искомую зависимость. Затем, как и выше, найдем по- 
грешности отдельных уравнений, среднюю квадратичную и вероят- 
нейшую погрешность формулы. 
Пример. Пример. Из опыта получена таблица зависимости мощности 
УШ — 3— В». гальванического элемента 12 от силы тока 7. Выразить зависимость 
квадратичной функцией. 


| оз | 04 06 | 0,8 | о | 2 | 4 | ьб | 1,8 


1069 | 1156 168 | 1120 0,99 | 0,798 


| 0,377 | 0,681 0,912 


Начертим таблицу и заполним в ней все столбцы до &” исклю- 
чительно. 


од 
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г? п РЕГ.) Га) то! 


и —ш №97 


0,2 0,377, 0,04 0,008, 0,0016] 0,0754. 0,0151 0,329 | — 0,048 | 0,0023 
0,4 0,681, 0,16 0,064 0,0256 0,2724 0,1089 0,663 0,018 | 0,0003 
0,6, 0,9121 0,36 | 0,216. 0,1296] 0,5472, 0,3281, 0 ит — 0,005 | 0,0000 


й 

0,8 | 1,069| 0,64| 0,512, 0,4096 0,8552] 0,6840! 1,091 | | 0,022 | 0,0005 

10 | 1,156] 1,00| 1,000 1,0000 11560 1,156 | 1,185 | - 0,029 | 0,0008 

1,2, 1,168 1,44 | 1,728 2,074 | Ша 1,682 | 1,199 | - 0,031 | 0,0010 
| 


2,195 | — 0,010 | 0,0001 


| 
1,4 1,120 1,96 | 2,744 3,842 | 1,5680 
1,6 0,991 | 2,56! 4,096 6,554 1,5850 2,535 | 0,985, —- 0,006 | 0,0000 
1,8 г 0,798 | 3,24 | 5, а 10,500 | 1 ‚1370, 2,584 | 0,757! — . 01 | 0,0017 
9,0 ют п 11,40 16,20 520 | 24,54 8,90 Е | Е — 0,016 св 0,0067 


Система нормальных уравнений имеет вид 


24,54а -|- 16,206 | 11,406 — 11,29 =0 
16,20а -|- 11,406 96 — 8,90 =0 
11,40а-- 9 -- 9 — 8,27 =0 
Приводим коэффициенты при с к единице 
2,152а -- 1,4216 с —0,990 —=0 
1,802а-[ 1,2676 с — 0,9887 =0 
1,267а -- с — 0,9189 =0 


Исключая ©, уравнивая единице коэффициепты при б ит. д., 


найдем 
а—=—1, 6=2,27, се = — 0,085, 


т.-е. искомое уравнение есть 
и —=— #-| 2,27:-— 0,085. 


Полставим в него последовательно значения Г, заданные в таблице, 
и заполним остальные графы нашей таблицы. Окажется \5;= 0,016 
вместо ©, причина — отбрасывание в вычислении знаков далыше 
третьего от запятой. 

Средняя квадратичная погрешность отдельного уравнепия 


а. 00067 Ио, 0008 — 0,03. 


Задачи. 
УШ — 3— во. 
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Вероятнейшая погрешность одного уравнения 
г= 0,02. 


Вероятнейшая погрешность построенного уравнения 


й 0,0067 2 
Не "72 -=Е д. 0,01 == = 0,007. 
Последняя ошибка составляет меньше 1% почти для всей области 
таблицы, т.-е. должна быть признана не чрезмерной. 

1. Применить квадратичную зависимость к таблице примера П 
$ УШ- 3—6.. 

2. Зависимость мощности тока в ваттах, приходящейся на единицу 
силы света лампы накаливания, от приложенной разности потен- 
циалов выражена следующей таблицей 


и 
УР | 4,9 | 386 3,3 | 29 | 2,8 | 26 | 1,9 


вам вв я 
Найти квадратичную зависимость между У и Р. 
3. Скорость течения воды в одном месте реки Миссисипи ока- 
залась при измерении равна 


глубина й | 0 | 0,1 | 02. оз а 05 06 от 8 0,9 


1 
* скорость 9 ‚19| 3,23! 3, ‚26| 3,25 | 3, ‚1 ‚1 ‚06| 2, 
3,19 3,23 | 3,25 | 3,26| 3,25 | 3,23 | 3,18 | 3,131 3,061 2,98 


Написать квадратичную зависимость между скоростью течения и глу- 
биной (Мегг1щтап). 

4. Выразить квадратичной функцией зависимость сопротивления 
раствора КС{ от концентрации 


во ||| 8,7 


7 | 1909 | 1782 | 1722 | 1747 | 1819 | 1988 | 2910 


5. Выразить уравнением второй степени зависимость мощности 
элемента, выделяемой во внешней цепи, от разрядного тока .7, 
если для этой зависимости получена из опыта следующая таблица: 
+ |1 1 
У 0.400,570730901.051ь21 5381,51 


и Пиво 279319329 345347 355351 3408182.992,69]225 
1 1 


,69]1,85 2.002.12]230.45 


2,6 80 


1,96 


Системы уравнений. 761 


Замечание 1. Если кривая на графике имеет перегибы, удобно 
разделить ее на две кривых и искать разные параболические зави- 
симости для участков АВ и ВО. 
Такое разделение часто  совер- 
шенно достаточно для практиче- 
ских целей. 

Замечание П. Приведенные 
рассуждения и вычисления нетрудно 
обобщить на кривые высших по- 
рядков. Мы не останавливаемся 
ни на этих обобщениях, ‘ни на 
трансцендентных уравнениях. 

Случай непрямых наблюдений. В лабораторной практике не- Системы 
редки стучаи, когда вместо прямого наблюдения нескольких неиз- у 
вестных величин удобнее наблюдать линейные функции от этих ве- ° 
личин, так что в результате опыта получится таблица уравнений, 
например: р 
: ах + Ну с2-- 0, =0 

ах -- б.у сё 0. =0 


у 


Рис. 24.. 


авх- бну-- се д, ==0, 
при чем число уравнений превышает число неизвестных. Очевидно, 
точное решение системы невозможно, и должна быть сделана попытка 
разыскания системы решений, которая, не удовлетворяя точно ни 
одному из уравнений системы, давала бы наименьшую среднюю 
квадратичную ошибку в применении ко всем уравнениям. Введем 
обозначение , 


ь 6. — ах-- ву се- д, 


и ицем пилит 
1... 
702 == № (вее- Бу с=-- д. 
: 


при изменении х, у, 2. Тогда 
9 


я 
дк "8 =2 5" (веру ев) 
1... 
ут ино 
д 
д 


1...п 
пб? —=9 У (= г Му-Е се | 0.. 
р 
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п 


[= Ея 1...н 1...п 
х Хай [Ту Хаб, 12 Зак: + № а9,=0 
: : Я Е 


1...в 1... ти 1...п 
х Бабу \ 62 |2 Уфе -- Х 69, =0 
: : : : 


Г. 
т. 1...п тп 1...н 
Ч 
х Ха у Убе +2 ХР + У с0,—=0 
7 т и т 
и дальше, как выше. 


Пример [. При подсчете распределения напряжения на отдельных 


УИ — 4—6. изоляторах гирлянды шарнирных изоляторов падение напряжения на 


отдельных изоляторах А; (см. чертеж) оказывается линейной функ- 
цией некоторых величин, которые мы обозначим а, В, с. 

При составлении уравнений последовательно для 
первого, второго и т. д. изоляторов, найдено для 
некоторой гирлянды 

К 4 = а =, 
К Е — 16 —=а— 2 + 0,25е 
ы Е == 18 = а— 36-2 0,756 
К. №: —22 =а— 46-1 1,56 
В = 26 —а— 56 -|- 2,5с 


Рис. 25. Найти а, В, с. 


Решение. Перепишем систему в виде 


а—6—18—0 
а— 26 -|- 0,256 — 16 =0 
а — 36 + 0,756 — 18 =0 
а—46 1,56 —22=0 
а—5р+ 2,56 —26 =0 
и потребуем, чтобы а, В; с обращали в пиипит сумму 
1..5 


У (а + В+ ее + «} == 16?, 


т 


з 


где В, означаег коэффициенты при 2, 1, означает коэффициенты 
при с, =, —— свободные члены. 
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После дифференцирований и преобразований получим систему 


1..5 ...5 а 
па УВ +е\х РГУ = 
: - 


5 1 1..5 15 

ани ром ВР с Ув: Х Вы ==0 
1..5 в г ев 

а Хи-РЬХ Вис Е уе-- Х ел, =0 

7 Ре 1 


* 


в `| Е В2 а м Ве те 


| к 2 
| 
+ | | | 
ВО | 18 1 0 ( 18 0 |044 0,1986 
ИВ [925 16| 4 0,0625, 9050 За | — фе ее 
[И 075 |— 18| 9 [0,5625] — 225 | 54| — 135 0,07 0.0049 
| —22 16 [22500 — 6,00 | 88 | — 330 —078 0.6084 
5 25 |- 76 25 | 6,2500] —12,50 | 130 — 650 0.33/01089 


{ 


т 5,00 | 55 уе Е 2 322 


—115,5 | 0.02 1,621 4 


Отсюда система 
ба — 1568-Е 5с — 100 =0 


— 15а + 556 — 21,256 | 322 =0 

5а — 21,256 - 9,1256 — 115,5 =0 
Решая систему, как было объяснено выше, найдем 
8. ОЗ СЕ 


Средняя квадратичная погрешность, которую мы при этом получим 
для А;, равна | 


дет и Е У 0,4054 — 0,64. 


Вероятнейшая погрешность одного А; есть 

ИР ЕЕ 

ГЕ 3 1 0,64 = 50,43. 
Вычисляя же новые А помощью найденных величин а, В, с, мы до- 
пустим среднюю квадратичную погрешность 


Е. ТН — НУ ов = 0.28. 
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Вероятнейшая погрешность равна 


2. 0,28 = 5 018. 


Задача Г. Решить задачу, аналогичную только-чго изложенной 
для системы 
а—6 == 9 
а— 25-1 0,1436 = 8 
; а—36-- 0,429с —= 6 
а— 46-1 0,858е == 11 
а — 56 - 1,4306 = 12 
а — 66 -|- 2,1456 — 14 
а— ТВ + 3,003с = 18 
а — ВВ - 4,0036 —=22 


Ответ: а=4,18; р—=—_ 1,05; е=29.40. 


Задача И. Ищется опытным путем зависимость электродвижущей 
силы в спае термопары (железо + серебро) от температуры его. 
Начальная температура & — 18°. Из опыта получена таблица 


Е | 100 | 140 180 | 210 | 250 | 290 


‚2 |291 - 10-7 | 3133.10-7 | 3718. 10-7 |400в- 10-7 | 4237-10—7 |425. 10-7 
Ищем зависимость в форме уравнения 
Е-=а (1—5) +6(—№): 
Из таблицы получим систему уравнений 

824 --- 96766 —2291 - 10" 

122а-1 192766 = 3133 - 107 

162а - 320766 — 3718 - 107" 

192а + 437766 == 4008 . 10-7 

232а —|- 621766 = 4237 . 10" 

272а-{ 837766 = 4255 . 107 


Число уравнений превышает. число неизвестных, и, значит, система 
должна быть решена по способу наименьших квадратов. 
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